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fois rigoureux et intuitifs d’une discipline, qui s’enrichit encore lorsque on l’associe
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code d’écoulement en canal plan.
-6- Remerciements
Introduction générale -7-
Introduction générale
Cette thèse a pour objet l’étude des flammes de prémélange en milieu turbulent.
Tout au cours de ce travail, l’aspect turbulence s’est affirmé primordial et les pro-
priétés des surfaces immergées ont dû être analysées avec un soin croissant.Comme
tout sujet de thèse, cette étude présente de nombreuses difficultés. Pris séparément,
chacun des éléments
• mélange
• turbulence
• combustion
est en lui-même tout un programme. Leur couplage n’en est que plus difficile à étudier.
La formation du prémélange ne sera pas étudiée, les réactants seront donc toujours
supposés parfaitement prémélangés.
Reste l’interaction turbulence-combustion. La formulation complète du problème né-
cessiterait :
• pour la turbulence
– les 3 équations de Navier-Stokes
– 1 équation de continuité
• pour la combustion
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– 1 équation d’état
– 1 équation de conservation par espèce
– 1 équation d’énergie
Aucun cas industriel ne peut être traité à l’heure actuelle par la résolution d’un tel
système. Dans l’approche par flammelette, l’efficacité d’une flamme se mesure directe-
ment à l’évolution du volume de gaz brûlé. On est donc tout naturellement amené
à s’intéresser à l’évolution de la surface séparant gaz frais et gaz brûlés. Plusieurs
approches sont possibles, la plus directe consiste à écrire l’évolution de la surface Σ
sous forme de bilan :
taux de taux de surface surface surface
variation de Σ = diffusion + produite + détruite + détruite
de Σ par la par par par
turbulence étirement contraction extinction
1 2 3 4 5
On supposera que les effets 3 et 4 se compensent. Cette méthode a été utlisée dans
l’équation en G par N. Peters ou J. C. Vassilicos.
En ce qui nous concerne nous nous sommes plutôt orientés vers une approche
fractale, qui bien que plus globalisante, permet elle aussi certains progrès dans la
compréhension des processus de combustion.
Remarques pratiques
Pour faciliter la lecture, ce rapport a été divisé en trois parties. Chaque partie est
à peu près autonome, elle commence par une nomenclature de ses notations et se
termine par une bibliographie contenant toutes les références qui y sont citées. Les
équations importantes ont été numérotées ; chaque fois que l’on fait référence à une
équation son numéro est indiqué entre paranthèses. Les numéros non entourés de
paranthèses sont des rappels de figures ou de paragraphes. Les références indiquent
dans le texte le nom du premier auteur et l’année de parution, dans chaque partie
la bibliographie est classée par ordre alphabétique. Les annexes et la liste des figures
sont données en fin de rapport.
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Abstract
FRACTAL PROCESSES AND CHEMICAL REACTION IN TURBULENT
FLOWS
An Overview of Multifractal Theories
Fractal sets were first related to the behaviour of dynamical systems with dissipation.
Their evolutions are generally very sensitive to initial and boundary conditions and
they have subsets of ”state space” called ”attractors”. Representation points located
inside the domain of attraction are drawn towards an attractor. The point represent-
ing the system is free to wander around the attractor at large times, consequently
the ultimate behaviour of the system can be characterised by their study. The sen-
sitivity to initial conditions and the ”deterministic randomness” may be considered
as the two most essential characteristics of dissipative systems like turbulence. The
complexity of the limiting surface of both the domains of attraction and the attractor
introduces the concept of fractal surfaces. These surfaces have an overall ”butterfly”
shape. Fractal sets cannot be represented by conventional smooth surfaces and consist
of intricate fine structures of ever decreasing scale. Fractal domains exhibit self sim-
ilarity in a range of scales, i.e. structures repeatedly occur with smaller and smaller
scales. At this early stage we have no need to lead the reader to more precise defini-
tions of fractal systems by introducing H (self similarity at any point ) or K fractal
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sets (self similarity linked to the existence of singularities like swirling points). The
cascade process resulting from the advective terms of the Navier-Stokes equations are
of course able to generate recurrent mechanisms which may be examined by referring
either to the space distribution of ”structures” or to the shape of embedded surfaces.
The smallest structures are distributed in restricted areas of the flow and unfilling-
ness becomes a characteristic of turbulent fields. As to the developments of surfaces
embedded in turbulent fields we have to first recognize their fractal dimensions.
A multifractal concept may be introduced by an intuitive route. At a given time we
identify turbulent structures by referring to an internal velocity law - for instance
the differences of velocities ∆u at two points M and M ′ located inside the structures
- which satisfies Galilean invariance. Taking into account the internal structure of
the Navier-Stokes equations, this identification could be made by using a power law
written as :
∆ur ∼ rh
where h is a scale exponent. A given value of h permits us to identify typical structures
which are associated with fractal domains. They are not equally distributed in space.
Moreover the domains relative to typical structures randomly evolve in time as do
the shapes of immersed surfaces. The fractal character makes reference to a fractal
dimension which is of course different from two (D′ = 2 for geometrical surfaces and
D′ ∼ 2, 36 in usual turbulent fields ). For fractal surfaces the departure of D′ from
its common value 2 is written as :
µ2 = D
′ − 2
µ2 permits a precise evaluation of the circonvolutions of the surface. Under conditions
which are not too restrictive the evolutions of a material surface embedded in the flow
is comparable with that of an iso-scalar surface disregarding the role of molecular
effects which intervene on the smallest structures (Batchelor). In other words the role
of the Prandtl number or of the Schmidt number encountered is obliterated in this
sort of approach. With very high values of the Schmidt number encountered in the
cases of chemical species we can identify iso-scalar surfaces exhibiting very strong
identations. ηB (the Batchelor length scale) not ηK is convenient to scale them.
Abstract -11-
If this kinematic approach is considered as loosely convincing for an introduction to
fractal surfaces, reference may also be made to the cascade process inherent in non
linear mechanisms which develop in the inertial range. The fractal process can also be
stated in another way by means of a statistical approach. Each stage of the cascade
mechanism is characterised by a probability law and all of them are associated with
the global random processing in a multiplicative way. Provided that the elementary
splittings are disconnected from each other the global random mechanism is a log
normal law.
Whatever the chosen route, the cascade process is the pivotal point of all theories.
Probability approaches only require a restricted number of assumptions. However the
details of elementary mechanisms are more or less obliterated by the Central Limit
Theorem which only requires each stage of the evolution to be independant of the
other ones.
A fundamental property of fractal surfaces is the fact that their apparant area depends
on the length scale on which the surface is resolved. For the purpose of predicting the
burning rate in the form of the flamelet theory, it suffices to consider the real area A
of reaction zone whose geometrical properties are first described on scale L (integral
scale). This true area A scales on δl, the thickness of the reaction zone, that yields :
A = A0
(
L
δl
)µ2
The concept of the reaction zone
If we want to enlarge the concept of flame front to the case of flames where the pre-
heat zone is invaded by very small structures we must introduce the concept of the
reaction zone which develops much as though it were a material surface. When asso-
ciating a speed with this zone a burning rate can be inferred and compared with that
predicted by other theories. Contacts between fresh mixtures and hot points must be
determined by the kinematic properties of the flow. In the Eddy Break Up model, for
instance, the characteristic time introduced in the source term is related to the time
of decay of the turbulence and consequently to the characteristic time of the cascade
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process. Therefore to be consistent with the Eddy Break Up model, the time of decay
of the turbulence has to be small compared with the chemical time.
In other words the cascade process may be introduced either by referring to the ge-
ometrical behaviour of immersed surfaces through their fractal dimensions D′ or to
the characteristic time of decay. It is also possible to exploit in detail the properties of
surfaces immersed in turbulent fields by using the equation which governs the surface
itself (N. Peters, J. C. Vassilicos). We do not attempt to work out this promising
method.
To predict combustion rates starting from the concept of fractal surfaces an evalua-
tion of the true area of the reaction zone has to be made using the previous relations.
Moreover the speed of this reaction zone must be re-evaluated. To do so we must ac-
count for the kinematic activity of a fine grained turbulence embedded in the preheat
zone. The chemical characteristic time is assumed unaltered, turbulent structures
being too large to invade the chemical zone. This leads to :
τch ∼ δ
∗
l
ul
∼ δ
∗2
l
α∗
The diffusion process is enhanced in the preheat zone as the consequence of both
molecular and turbulence effects through the relation :
α∗ = α + αT
Laminar and turbulent Prandtl numbers are assumed equal to one. αT is conditioned
by the motions of a class of turbulent structures located between δl and ηK ; the
spectrum must be evaluated in this range.
For algebraic conveniences the Kolmogorov spectrum has been chosen, the use of a
Pao spectrum does not significantly alter the results. After some computations we
find that :
ẆB
Ẇ0
∼
[
δlul
ν
] 3
2
(1−µ2) [u′
ul
] 3
2
(1−µ2) [L
δl
] 3µ2−1
2
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Ẇ0 stands for ρulA0 which is the burning rate in the case of laminar flames.
When inserting the classical value of µ2 (µ2 = 0, 36) one finds that :
ẆB
Ẇ0
∼
[
δlul
ν
](0,96) [
u′
ul
](0,96) [
L
δl
]0,04
The burning rate is almost proportional to the turbulence intensity a situation which
requires µ2 = 0, 33. The ratio of the two length scales in the last term may be thought
of as approaching one.
Comparisons between predictions from the Eddy Break Up model and from fractal
theories are presented in the figure 6.3 of this report. The Eddy Break Up model used
for this comparison has slightly been improved by introducing additional conditions
for ignition. The results do not depart from each other by more than about 10 %.
This good agreement is presumably a consequence of the common background of the
two approaches which is the energy cascade itself.
Fractal dimension, another unexplored parameter
Experimental and theoretical explorations have been made but they leave open the
question as to which of the favorable arguments for the existence of a fractal dimen-
sion D′ is correct. At a first view we can suspect D′ to be a universal dimension in
all the parts of the flow where the energy cascade hypothesis does exist. To clarify
this problem, numerical experiments can be performed that requires large computer
resources.
Nonetheless fractal dimension has been determined in several reference cases. The
most important findings are reported herein.
In the case of an isotropic field with computations carried out in spectral space we
tend towards the usual value D′ = 2, 36, this is found whatever the orientations of the
initial surface. The trajectories of the points belonging to the surface are determined
during a convenient time and the fractal dimensions inferred from the indications of
lines drawn on the distorted surfaces. The plane initial surface is convoluted by the
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turbulent field step by step so that an assymptotic value of D′ is not easy to deter-
mine. We can suspect the identations of the surface to be totally developped after a
time which is of the same order of magnitude as the time of decay.
We also recall that the introduction of a peak or trough in the spectrum alters the
cascade process and consequently the time of decay. Such situations have been ex-
tensively studied by spectral analysis without making reference to fractal dimensions
which should also be altered. Other investigations have been made for instance where
the surface is immersed in an h omogenous shear flow. The presence of a wall signifi-
cantly alters the fractal dimension which also depends on the orientation of the initial
surface. Numerical experiments have been made by using Large Eddy Simulations in
a channel flow. Computations have been carried out in physical space thanks to a
code previously used by Pr. Orlandi and Dr. Fatica this code is based on a method
developed at Stanford University. As we approach the wall the fractal dimension de-
creases and µ2 approaches zero - the fractal method could be a successful way to
discriminate kinematic effects from thermal effects when a flame develops close to a
wall.
Conclusion
This approach makes a crude assesment of the possibilities opened by fractal theories
in the prediction of burning rate. In some typical cases it gives approximately the
same results as more classical methods. In fact most of them are supported by the
cascade concept which is a bold step indeed but not one we have serious reason to
doubt. This new approach seems to be convenient to analyse the behaviour of a flame
in the wall region but it fails where the details of chemical process must be accounted
for.
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4.1.2 Classification des différents types de flammes . . . . . . . . . . 74
4.1.3 La notion de vitesse de flamme . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
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8.1 Le Modèle numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119
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Introduction à la partie I
Parmi les nombreuses façons d’aborder le problème fractal, on a ici privilégié une
approche assez intuitive au risque de prendre certaines libertés avec toute la rigueur
qui est due à la mécanique des fluides comme à toute discipline scientifique. Puisque
dans l’étude que nous nous sommes proposés, nous nous sommes d’emblée limités
à la compréhension des surfaces séparant réactants et produits, nous n’aurons pour
objectif que de donner un cadre au résultat (1) concernant le développement des
surfaces iso-scalaires en milieu turbulent. Toutefois comme nous allons le montrer, la
notion de surface iso-scalaire ne peut être séparée du problème de l’intermittence et
du mode d’occupation de l’espace physique par des structures turbulentes de taille
donnée. C’est ce fait essentiel qui a motivé le développement de cette partie du rapport
et son agencement.
• Le premier chapitre introduira une description géométrique simple d’un espace
ou d’une surface fractals, puis en donnera la définition mathématique précise.
On verra alors ce qu’il en est de ces espaces en mécanique des fluides.
• Le deuxième chapitre présentera la théorie multifractale sous ses deux ap-
proches, par les moments de vitesse et par la cascade d’énergie.
• Enfin le troisième chapitre fera le lien entre répartition multifractale et sur-
face iso-scalaire fractale, lois de décroissance des spectres scalaires et dimension
fractale.
• Ceux que les développements mathématiques rebuteraient trouveront ci-dessous
un résumé des principaux résultats et pourront directement se diriger sur la
partie II.
Les principaux résultats
La partie I va établir et développer les principaux résultats suivants :
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• Les moments de vitesse < up(l) > suivent la loi :
< up(l) >∼ lC(p)
• Il existe une loi similaire sur les moments de la dissipation < εp(l) > :
< εp(l) >∼ lτ(p)
• Ces deux lois sont liées :
τ(p) = C(3p)− p
• On peut montrer qu’une surface iso-scalaire est une surface de dimension fractale
D′ liée à la turbulence par la relation :
(D′ − 2) = 1
3
+ τ(
1
3
)
où τ(1
3
) caractérise la turbulence. Expérimentalement les travaux de [Prasad et al. 88].
montrent que τ(1
3
) ∼ 0, 03.
• Il en résulte que l’aire d’une surface iso-scalaire est donnée par la formule :
A = A(L)
[
ηi
L
]2−D′
(1)



L : échelle intégrale de la turbulence,
A(L) : aire mesurée avec la résolution L,
ηi : échelle de coupure.
• Réciproquement la loi de décroissance d’un spectre scalaire est donnée par la
dimension fractale D′ des surfaces iso-scalaires :
E(k) = k−p
avec p = 2 + (2−D′)
(D′ − 2) = 1
3
donne p = 5
3
c’est à dire la zone d’inertie,
(D′ − 2) = 1 donne p = 1 c’est à dire la zone visqueuse.
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Parallèles avec l’étude mathématique des systèmes dissipatifs
Les mathématiciens ont depuis longtemps appliqué la notion d’ensemble fractal aux
systèmes dissipatifs. Il parâıt intéressant de s’attarder quelque peu sur leur démarche,
et de se demander si les similitudes de vocabulaire sont fortuites ou sous-tendent des
aspects plus fondamentaux.
L’étude mathématique des systèmes dissipatifs porte particulièrement sur les équa-
tions de Navier-Stokes, ou sur des équations modèlisant des phénomènes propres à
la mécanique des fluides (réaction, diffusion). Il s’agit donc bien, lorsque l’on parle
d’attracteur étrange, de dimension fractale, d’études conduites dans le cadre de la
mécanique des fluides.
Les attracteurs jouent un rôle important dans l’étude des systèmes d’équations aux
dérivées partielles. Pour des temps longs, ils décrivent le comportement asymptotique
des solutions. Les études actuelles visent à mieux comprendre ces ensembles et leurs
structures. En particulier, la dimension fractale est une caractéristique importante.
On a pu, par exemple, montrer le lien étroit existant entre la dimension fractale
de l’attracteur associé aux équations de Navier-Stokes et l’estimation du nombre de
degrés de liberté de la turbulence conventionnelle (Kolmogorov).
On comprend déjà mieux, avec ces deux ensembles, l’attracteur et son bassin, la
dualité qui sous-tend le caractère à la fois aléatoire et déterministe des écoulements
turbulents.
Toutefois, des difficultés demeurent qui empêchent de relier l’étude mathématique des
systèmes dissipatifs à l’approche physique multifractale.
La difficulté majeure réside dans le choix des espaces de référence. Pour le mécani-
cien des fluides, l’espace d’étude est l’espace physique ou, à la rigueur, pour certaines
applications, l’espace spectral. Pour le mathématicien, l’espace de référence, c’est à
dire celui où se situe l’attracteur, est un espace des phases, un espace fonctionnel de
dimension infinie où l’équation aux dérivées partielles est résolue.
D’autre part, les équations de Navier-Stokes étant complexes, les études mathéma-
tiques poussées sont conduites sur des approximations de ces équations (prenant en
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compte une non-linéarité particulière).
Un certain nombre de résultats a pu être établi dans l’espace tridimensionnel. Ceux-
ci demeurent partiels, dans la mesure où ils suppposent l’existence de ”bonnes solu-
tions” des q́uations de Navier-Stokes. Toutefois, ceci supposé, on peut par exemple es-
timer la dimension de l’attracteur. Le caractère partiel de ces résultats pose problème
dès lors que nombres de mécanismes physiques identifiés montrent que la turbulence
est un phénomène authentiquement tridimensionnel.
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Notations de la partie I
A : aire d’une surface
C : concentration
C(p) : voir paragraphe 2.3
D : dimension fractale en général
D′ : dimension fractale d’une surface
DK : dimension ou capacité de Kolmogorov
DH : dimension de Hausdorff
Dε : dimension fractale d’un ensemble multifractal associé à la dissipation
L : échelle intégrale : échelle de longueur macroscopique pour la turbulence
N : nombre de structures
S : ensemble fractal
V : volume
b : rapport d’échelle
~e : vecteur unitaire
h : exposant d’échelle
n : indice de l’étape d’un processus fractal ou de cascade
p : pression
rn, r, l : taille d’une structure
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t : variable temps
u : module de la vitesse
u′ : écart type de la vitesse fluctuante : échelle de vitesse pour la turbulence
ui : i ème composante de la vitesse
vK : échelle de vitesse de Kolmogorov
x : variable d’espace
Φ : flux
α : diffusivité moléculaire
ε : taux de dissipation local
ε : taux de dissipation moyen
εl, εr : taux de dissipation sur une structure de taille l , r
ηK : échelle de longueur de Kolmogorov
ηi : arête d’un cube i
µ : coefficient d’intermittence
ν : viscosité
ρ : masse volumique
τ(p) : voir paragraphe 2.4
H(x) : fonction de Heavyside
IR : ensemble des nombres réels
< f > : moyenne statistique de f
c̃ : transformée de Fourier de c
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Chapitre 1
Initiation géométrique et mathématique
aux ensembles fractals
1.1 Description de l’intermittence interne à l’aide du volume fractal
Nous allons pour commencer introduire le plus simplement possible la notion d’en-
semble fractal. Le plus simple semble être pour ce concept une approche géométrique.
Supposons une structure de taille ln occupant une portion de l’espace ln
3. Admettons
qu’elle donne naissance à N structures de taille ln+1 avec un rapport d’échelle b =
ln
ln+1
.
Chaque sous structure occupe un volume ln+1
3. Cette approche géométrique rejoint
directement la notion d’intermittence utilisée en turbulence :
• En l’absence d’intermittence tout l’espace est occupé par les N structures de
dimension ln+1. Cette situation sera vérifiée si :
N = b3
• En présence d’intermittence les structures de taille ln+1 ne remplissent plus tout
l’espace occupé par les structures de taille ln. On a donc créé N structures avec :
N < b3
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Si ce nombre est indépendant de l’étape ”n” considérée, le processus global répétant
l’étape ”n” x fois, on dit que le processus de cascade ainsi défini est fractal. A chaque
étape de cette évolution on aura :
Vn+1
Vn
∼ N
b3
(1.1)
Vn est le volume occupé par les structures de taille ln. Sans intermittence on aurait
N = b3 . Il parâıt alors naturel d’introduire une dimension fractale D définie de la
manière suivante :
N = bD soit D = logb(N) (1.2)
On en déduit :
Vn+1
Vn
= bD−3 (1.3)
µ = D − 3 caractérise l’intermittence, en l’absence d’intermittence µ = 0.
Figure 1.1. Mesure d’un volume fractal
1.2 Analyse fractale des surfaces déchiquetées
Ces notions sont facilement extrapolables au cas d’une surface. ln est dans ce cas plus
une échelle d’observation qu’une taille de structure. On regarde alors la même surface
avec une résolution ln puis avec une résolution
ln+1 =
ln
b
1.2. Analyse fractale des surfaces déchiquetées -31-
Si l’on veut mesurer la même aire, il doit y avoir b2 éléments de taille ln+1 . En fait
les circonvolutions de la surface font que l’on trouve davantage d’éléments de taille
ln+1 lors de son recouvrement :
N > b2
On a donc un surcrôıt d’aire à mesure que s’affine l’échelle d’observation (dans le cas
de l’intermittence en volume, on avait au contraire une perte de volume). Comme
pour l’intermittence si N est indépendant de l’étape ”n” du processus on définit une
dimension fractale ”D′” telle que :
D′ = logb(N) (1.4)
et l’on a :
An+1
An
= bD
′−2 (1.5)
Le premier terme est un rapport d’aire. Pour une surface classique D′ = 2 alors que
pour une flamme par exemple, on a :
D′ − 2 > 0
ce qui correspond à un gain d’aire.
Figure 1.2. Mesure d’une aire fractale
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1.3 Définition mathématique et réalité physique, des espaces K ou
H-fractals ?
Deux cas extrêmes vérifiant la loi d’accroissement d’aire peuvent se présenter. Nous
allons donc distinguer 2 familles d’espaces fractals :
• Les vrais espaces fractals (ceux dont parlent les mathématiciens) ont été définis
par Haussdorff. Ils seront appelés H-fractals, les courbes de Peano, Koch (cf
annexe A) appartiennent à cette catégorie, on a alors DH = DK > 1 .
• Pour le physicien il existe aussi des espaces ”pseudofractals” ou à capacité de
Kolmogorov que l’on nommera K-fractals. La spirale régie par l’équation (1.6)
r = cφ−α (1.6)
en fait partie, il est possible de montrer pour cette dernière que : 1 < DK < 2.
Figure 1.3. Spirale
Bien que ces trois courbes aient une capacité de Kolmogorov (c’est à dire que leur
longueur évolue comme le montre la courbe 1.2), elles sont de nature très différente.
Ainsi la spirale n’a qu’une similitude locale en son centre ou point d’accumulation.
Si on prend un segment quelconque de cette courbe ne contenant pas ce point, on
obtiendra un ensemble de dimension DK = E (non fractal) avec E entier.
Il n’en va pas de même pour les courbes présentées en annexe A, chaque partie de
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ces courbes a, par construction, la même similitude géométrique, tout morceau a une
capacité de Kolmogorov DK = DK(total). Ces courbes ont un nombre infini de points
d’accumulation alors que la spirale n’en a qu’un.
1.3.1 Définition de l’espace de Hausdorff
Afin de différencier ces deux types de courbe, on définit un espace fractal au sens
strict de la manière suivante :
• Soit un objet géométrique contenu dans un espace de dimension d.
• Soit un recouvrement de cet objet par des (hyper)cubes d’arêtes li (li peut être
spécifique à chaque cube)
On définit :
HD(l) = inf(
∑
i l
D
i )
li ≤ l ∀i
(1.7)
Hausdorff [Bergé et al. 92] a montré que HD tend vers 0 ou vers ∞ lorsque l → 0
suivant que D ≥ DH ou D ≤ DH . DH est donc la valeur critique de D pour laquelle :



liml→0 HD(l) = ∞ si D > DH
liml→0 HD(l) = 0 si D < DH
DH ainsi définie est la dimension de Hausdorff et les géométries ayant une dimension
de Haussdorff non entière seront dites H-fractales.Cette définition permet de mieux
cerner le concept fractal. Elle permet de distinguer entre les courbes de longueur infinie
K-fractales (spirale) et les courbes H-fractales qui ont une manière plus dense de se
rapprocher du plan (flocon de neige, courbe de Peano, ...). Il faut donc distinguer deux
modes d’occupation de l’espace, suivant qu’il s’agit des courbes à similarité locale ou
de celles à similarité globale.
1.3.2 Propriété importante des espaces de Hausdorff
Pour les espaces H-fractals la propriété suivante est généralement admise
soit un espace Ω de dimension ∆ (∆ ∈ IR), E un sous-ensemble de Ω de dimension
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DΩ (DΩ ∈ IR), Ω∗ un sous espace de Ω de dimension D (D ∈ IR), et E∗ la restriction
de E à Ω∗, DΩ∗ la dimension de E∗ vérifie :
(DΩ∗ −D) = DΩ −∆ (1.8)
Pour fixer les idées on peut se référer à un problème plus élémentaire : Ω est l’espace
physique tridimensionnel (∆ = 3), E de dimension fractale D3 est coupé par un plan
Ω∗ (D = 2). La dimension fractale de cette intersection est :
D2 − 2 = D3 − 3
D2 = D3 − 1
Cette propriété n’est pas extrapolable sans précaution aux espaces de Kolmogorov.
1.3.3 Caractère propre des espaces H/K-fractals
* C’est la dimension de Hausdorff qui est une mesure efficace du caractère irrégulier
de la surface. Si une surface est différentiable (on peut définir un plan tangent en tout
point sauf sur un ensemble de mesure nulle) alors sa dimension de Hausdorff est égale
à sa dimension topologique (2 pour une surface, 1 pour une courbe ...). Si la surface
n’est pas différentiable sur un ensemble de mesure non nulle alors DH > 2.
* La seule notion de capacité de Kolmogorov ne rend pas compte de ce caractère
d’irrégularité d’une courbe. Par exemple la spirale a une dimension DK > 1 pour-
tant elle n’est irrégulière qu’en son point d’accumulation. Par contre sa dimension de
Hausdorff est bien celle d’une courbe régulière DH = 1.
* DK reste une bonne mesure du mode de convergence près du point d’accu-
mulation de la spirale.
* Notons aussi qu’un espace fractal ne peut provenir que de déplacements définis
par un grand nombre de paramètres (composantes de Fourier par exemple) c’est à dire
de la présence de beaucoup de structures de différentes tailles, tandis qu’un espace K-
fractal peut n’être engendré que par un seul paramètre par exemple α pour la spirale.
C’est pourquoi les espaces K-fractals peuvent être rencontrés dans des écoulements à
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faibles nombres de Reynolds et dans le cas de la transition.
En résumé :
Objet K-fractal (non H-fractal) Objet H-fractal
Longueur infinie. Longueur infinie.
Similarité interne locale. Similarité interne globale.
Tendance locale à occuper l’espace. Tendance globale à occuper l’espace.
Points d’accumulation isolés, séparés Ensemble dense de points d’accumulation.
On obtient la même figure en On obtient la même figure en plaçant
grossissant avec une loupe placée au la loupe n’importe où.
point d’accumulation.
Une partie de l’ensemble ne contenant Tout sous-ensemble d’un ensemble
pas le point d’accumulation a une H fractal est un ensemble H fractal de
dimension entière . même dimension.
Les propriétés d’intersections avec On a la propriété
des sous-espaces ne s’appliquent pas. DH = D
′
H + d
En général : DK 6= D′K + d
DH = E (E = 1 pour une courbe, DH 6= E
2 pour une surface )
DK 6= E DK > E Il est admis, c’est à dire toujours vérifié,
mais pas prouvé que DK = DH
1.4 Nature exacte des surfaces iso-scalaires rencontrées en mécanique
des fluides
A l’heure actuelle on ne sait pas si les ensembles fractals observés physiquement,
flamme turbulente, couche limite,... sont K ou H-fractals.
Hunt et Vassilicos [Vassilicos et al. 91] pensent que les surfaces en 2 dimensions,
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en particulier celle de Sreenivasan et Meneveau [Sreenivasan et al. 86] sont des K-
fractales. Il n’est pas actuellement possible de conclure. Faute de mieux on appliquera
couramment la propriété (1.8) à ces espaces comme s’ils étaient H-fractals.
Un autre problème est la prise en compte de nombres de Prandtl ou de Schmidt
différents de 1. Le raisonnement est le même pour les deux nombres, on rappelle que :



Pr = ν
CT
ν : viscosité cinématique
CT : diffusivité thermique
Le nombre de Prandtl Pr caractérise les surfaces iso-température tandis que le nombre
de Schmidt 


Sc = ν
α
ν : viscosité cinématique
α : diffusivité moléculaire
caractérise les surfaces iso-concentration. Comme pour l’énergie, on peut définir un
spectre scalaire ( voir [Chevray et al. 93] ). Le nombre de Prandtl mesure alors la
position respective des deux spectres. Si :
• Pr = 1 : Les deux spectres ont mêmes échelles dissipatives, la surface fractale
iso-scalaire est confondue avec une surface matérielle.
• Pr > 1 : Il existe deux lois spectrales, l’une liée au spectre d’énergie qui donnera
un développement fractal sur sa zone d’inertie, l’autre liée au spectre scalaire
qui donnera un deuxième processus fractal sur d’autres échelles. Il y a donc
deux dimensions fractales et deux échelles de coupure :
– L’échelle de coupure de Kolmogorov ηK =
[
ν3
ε
] 1
4
– L’échelle de coupure de Batchelor ηB =
[
α2ν
ε
] 1
4
• Pr < 1 : Le spectre scalaire impose une coupure ”visco diffusive” inférieure à
la longueur d’onde associée à l’échelle de longueur de Kolmogorov.
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Si le nombre de Prandtl ou le nombre de Schmidt est grand, il faut se reporter
à l’intéressante étude de Batchelor. Des enclaves thermiques ou chimiques existent à
l’intérieur d’un volume plus vaste en relation avec une échelle de longueur cinématique
limite (échelle de Kolmogorov). On doit ainsi retrouver l’action globale des gradients
comme le signale Batchelor à travers le rapport ν
ε
et l’on doit penser que vraisem-
blablement les actions de déformation doivent dominer pour des structures telles que
l << ηK . J. N. Gence a confirmé l’existence de telles situations (communication
personnelle).
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Chapitre 2
La théorie multifractale, une description
plus fine de l’intermittence
Il existe deux grandes approches multifractales, l’une vient plutôt des expérimenta-
teurs ([Gagne 87]) et est basée sur l’étude des moments de vitesse < up >. L’autre plus
rigoureuse dans ses postulats est basée sur la cascade d’énergie. Elle est plutôt le fait
des théoriciens et des travaux de Mandelbrot [Mandelbrot 74] [Mandelbrot 75]. Nous
avons opté pour la première méthode qui si l’on accepte une certaine souplesse contient
une approche géométrique intéressante. Il est vrai qu’elle offre certaines faiblesses que
nous signalerons et demande une démarche intuitive. La deuxième méthode sera aussi
présentée succinctement, elle est bien adaptée à une démarche probabiliste. Pour avoir
une vision complète du phénomène multifractal, il est utile de connâıtre ces deux
approches qui s’éclairent mutuellement.
2.1 Interprétation probabiliste des ensembles fractals
Le processus fractal introduit, en postulant l’indépendance du nombre de sous struc-
tures créées et de l’étape considérée, permet d’associer à chaque étape ”n” une taille
de structure ln et la portion d’espace Vn occupée par ces structures. En effet de
ln+1
ln
= b−1 ∀n on tire ln = Lb−n où L désigne l’échelle intégrale. A ce stade tout
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l’espace est supposé rempli V0 = L
3 . De Vn+1
Vn
= bD−3 ∀n, on déduit :
Vn ∼ V0bn(D−3)
Vn ∼ V0
[
ln
L
]3−D
Grâce à cette dernière formule, l’approche fractale permet d’avoir une information sur
les structures de taille ln. Ce sera la seule que l’on tirera d’une approche uni-fractale
mais de par l’interprétation probabiliste que l’on peut en donner on marquera un
avantage sur les méthodes spectrales qui ne travaillent que sur des moyennes. L’on
pourra en effet interpréter le rapport
Vn
V0
∼
[
ln
L
]3−D
(2.1)
comme la probabilité de rencontre d’une structure de taille ln dans l’espace de départ
V0 .
Les raisonnements conduits jusqu’ici ne font appel à aucune information tirée d’équa-
tions régissant le système. Si l’on veut poursuivre ce type de démarche, il faut
ajouter des renseignements liés à la physique de la turbulence. Ceci nous amène
nécessairement à reprendre le problème à partir des équations de Navier-Stokes, et si
possible à en extraire des informations non moyennées sur des structures de tailles l.
Il se trouve que la nature des équations de Navier-Stokes contient une information de
ce type qu’on pourrait appeler invariance locale d’échelle ou similitude interne locale
d’échelle. Par cette voie on aboutit alors au modèle multifractal.
2.2 Le modèle multifractal et la loi de similitude interne
Cette démarche s’appuie sur l’existence d’une invariance d’échelle concernant les ter-
mes inertiels des équations de Navier Stokes et est construite sur une échelle locale, la
viscosité introduisant évidemment des puits d’énergie. Les équations de Navier Stokes
sont invariantes lors du changement d’échelle suivant :



u → λhu
t → λ1−ht
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où u est une vitesse et t un temps1. Partant de Navier Stokes :
∂
∂t
ρui +
∂
∂xj
ρuiuj +
∂
∂xj
(pδij + τij) = 0 (2.2)
on pose : 


x′i = λxi
u′i = λ
hui ∀λ > 0
t′ = λ1−ht
ρ′ = λ−3ρ h ∈ IR est l’exposant d’échelle
p′ = λ2h−3p
Ce qui donne :
1
λ1−h
∂
∂t
ρλh−3ui +
1
λ
∂
∂xj
ρλ2h−3uiuj +
1
λ
∂
∂xj
(λ2h−3pδij + λh−1τij) = 0 (2.3)
soit encore :
∂
∂t
ρui +
∂
∂xj
ρuiuj +
∂
∂xj
(pδij + λ
3−hτij) = 0 (2.4)
Pour de grands nombres de Reynolds les effets du terme visqueux deviennent quasi-né-
gligeables et pour les échelles de la zone d’inertie l’équation demeure inchangée (mais
l’effet de puits d’énergie demeure). Ceci montre bien l’invariance d’échelle locale, va-
lable pour les effets inertiels.
Remarquons que les relations de similitude interne conduisent à définir une échelle de
longueur qui n’est autre que l = λ avec l ∼ ut ∼ λ où l reste une échelle arbitraire
de description .
La construction de la similitude conduit à s’intéresser à des doublets de points, ce qui
fixe une taille. Si référence est faite à un système de taille L et de valeur quadratique
moyenne u′ il vient :
u(l)
u′
∼
[
l
L
]h
(2.5)
Précisons encore que :
l est la taille du doublet et u(l) le module de la différence de vitesse sur le doublet.
1très exactement u et t sont une variation respectivement de vitesse et de temps.
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En raisonnant sur des différences de vitesse, l’invariance galilléenne est à coup sûr
vérifiée.
Le principe de l’adimensionalisation à partir de u’ et L étant acquis on écrira par
souci de simplicité :
u(l) ∼ lh ou encore ul ∼ lh (2.6)
Bien entendu la propriété (2.4) ne constitue pas une démonstration absolue de la
relation (2.5). Son obtention tient de l’analyse dimensionnelle et ne fait pas intervenir
toutes les propriétés de l’équation de Navier-Stokes. En particulier on ne peut en
déduire que les solutions de Navier-Stokes soient forcément de cette forme. Une autre
approche consisterait à se remémorer la loi du tourbillon
u(l) ∼ l−2
et à voir en (2.5) une généralisation de cette loi. Ces deux approches montrent que la
loi (2.5) si elle n’est pas rigoureusement établie n’en demeure pas moins tout à fait
raisonnable sur le plan physique. Elle servira à identifier pour chaque valeur de h un
ensemble de structures. Celui-ci sera établi à chaque instant à partir du champ de
vitesse.
A ce point de la discussion, on peut introduire un cadre plus mathématique.
Supposons les équations de Navier-Stokes résolues. Cette résolution apparâıt comme
une réalisation, une sorte d’échantillonnage qui à chaque point ~x de IR3 associe u. En
chacun de ces points l’invariance d’échelle est vérifiée pour une valeur de h, λ variant
sur un certain intervalle. On définit alors les ensembles S(h) de la manière suivante :
~x ∈ S(h) si l’exposant d’échelle en ~x est h.
A l’ensemble S(h) est associée sa dimension fractale D(h).
On peut ainsi pour une réalisation, donc à un instant donné, associer à chaque valeur
de h un lieu géométrique. Pour être exact il faut remarquer qu’en mécanique des
fluides l’ensemble fractal n’existe pas du fait d’une échelle de coupure introduite
par la dissipation. D’autre part tous ces ensembles sont intimement imbriqués et
la figure 2.1 ne doit pas faire illusion : Ces ensembles ne sont pas représentables.
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Figure 2.1. Interprétation géométrique de la répartition multifractale
On parle d’ensemble multifractal puisque l’on a un ensemble fractal associé à tout h.
2.3 Interprétation des moments de vitesse
2.3.1 Calcul du p-ième moment de vitesse
Les valeurs de h peuvent être aisément reliées aux moments du module de vitesse.
L’ensemble S(h) contribue à < upl > de la manière suivante : un point de S(h)
apportera :
upl ∼ lph à < upl >
La théorie fractale donne la probabilité de rencontre d’une structure de taille l ap-
partenant à S(h), elle est égale à l3−D(h) (cf relation (2.1)). La contribution de S(h)
à < upl > est donc proportionnelle à
lphl3−D(h)
< upl > est la somme des participations élémentaires de chaque ensemble S(h). On
associera un poids dµ(h) à S(h) de sorte que :
< upl >=
∫
(sur tous les h)
lph+3−D(h)dµ(h) (2.7)
-44- Chapitre 2. La théorie multifractale, une description plus fine de l’intermittence
Comme l ≤ 1, 1 c’est l’exposant le plus petit qui gouverne l’intégrale. Appelons C(p)
cet exposant dominant. Il vient alors :
C(p) = min(sur h) [ph + 3−D(h)] (2.8)
Si on connâıt la fonction D(h) (Méneveau [Sreenivasan et al. 86] et Gagne [Gagne 87]
montrent qu’elle semble universelle au moins pour les expériences qui leur servent de
référence), et si on choisit un moment p l’exposant C(p) est alors donné. En pratique
c’est cette fonction C(p) liée à une moyenne
< upl >∼ lC(p) (2.9)
qui est accessible à l’expérience, elle peut être extraite de la mesure des différents
moments.
Si D(h) est supposé fonction dérivable de h on peut donner une formule plus explicite
pour C(p). En effet pour h réalisant ph + 3−D(h) minimum on a :



∂
∂h
[ph + 3−D(h)] = 0
∂2
∂h2
[ph + 3−D(h)] < 0



⇒ ∂D(h)
∂h
= p
Par ailleurs pour cette valeur de h on a encore en dérivant par rapport à p :



C(p) = ph + 3−D(h)
soit dh
dp
∂D
∂h
= h + p∂h
∂p
+ C ′(p) avec C ′(p) = dC(p)
dp
comme ∂D(h)
∂h
= p on obtient h = d
dp
C(p)
(2.10)
L’intermittence multifractale est donc caractérisée par une seule fonction (par exemple
C(p)). On rappelle dans le tableau ci-après les liaisons existantes.
C(p) h = C ′(p)
D[C ′(p)]− 3 = pC ′(p)− C(p) ∂D
∂h
= p
1En fait il s’agit de l
L
≤ 1 l’adimensionalisation est toujours sous-entendue.
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2.3.2 Interprétations possibles de l’ensemble S(h)
S(h) est l’ensemble des points où l’exposant d’échelle est h, interpréter S(h) revient
donc à interpréter h. Il existe deux interprétations intéressantes :
Si on examine une structure, le module de sa vitesse sera défini si on connâıt sa taille
”l” et son exposant d’échelle ”h”. La dérivée d’ordre h se définit si la limite u(l)
lh
existe
pour l → 0 ce qui est assuré dès lors que u(l) ∼ lh. L’exposant h apparâıt donc
caractéristique quant aux possibilités de dériver la fonction u(l).
D’autre part, h = h(p), S(h) est aussi fonction de p. pour chaque ensemble S, le
modèle multifractal a permis de définir la fonction C(p) (cf relation (2.9)), c’est à
dire de définir le moment d’ordre p des structures de taille ”l”. Connaissant le rôle
mécanique de certains moments on peut espérer certaines interprétations physiques.
Deux parmi ces ensembles sont facilement identifiables et sont décrits ci-dessous.
Moment d’ordre 1
Dans ce cas
< ul >∼ lC(1) ; p = 1
D[(h(p = 1)] est le support de la turbulence. C’est en fait l’ensemble des points de
l’espace physique qui participent à la moyenne.
Moment d’ordre 3
Cet ensemble joue un rôle facilement identifiable du fait qu’il est en rapport avec la
dissipation.
Le transfert pour une structure de taille ”l” est u
2(l)
t
avec t = l
u(l)
d’où :
εl ∼ u
3(l)
l
(2.11)
< εl >∼ 1
l
< u3(l) >∼ lC(3)−1 (2.12)
Pour l tendant vers l’échelle de Kolmogorov ηk on peut écrire :
< εηk >= ε ∼ ηC(3)−1k (2.13)
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Or tandis que ε a une valeur donnée par la dynamique des grandes structures, ηk
dépend de ε mais aussi de ν ; pour que ε ne dépende pas de ν par l’intermédiaire de
ηk il faut donc que :
C(3)− 1 = 0 (2.14)
Le β-modèle qui est un modèle unifractal se limite à cet ensemble.
2.4 La théorie multifractale et les processus de cascade de la
dissipation
2.4.1 Quelques notions sur la cascade
Les notions et le principe de cette approche sont ceux du β-modèle [Frisch et al. 78],
à ceci près qu’ici le nombre de structures créées à chaque étape, n’est plus fixé de
manière déterministe, mais devient une variable aléatoire. Pour bien fixer les idées
nous redonnons ici quelque définitions.
Une structure de taille l donne naissance à une structure de taille r
Figure 2.2. Schéma de la cascade d’énergie
• εl = 1Vl
∫
Vl
εdV : est le taux de dissipation moyenné sur la structure de taille l
(pour ne pas alourdir les notations, on n’a pas introduit de symbole de moyenne,
il s’agit d’une moyenne spatiale, locale).
• εr : est ce même taux sur la structure de taille r.
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On définit alors :
M(r, l) =
εr
εl
(2.15)
ou encore :
εr = M(r, l)εl (2.16)
Contrairement au β-modèle où M(r, l) = M fixé et où l
r
= 2 pour toute étape du
fractionnement, ici M(r, l) est une variable aléatoire et la seule condition sur l et r
est :
lmin < r < l < lmax
2.4.2 Le modèle de cascade aléatoire
De part la définition (2.15) il va de soi que :



M(r, l) = M(r, rn)M(rn, l)
si lmin < r < rn < l < lmax
(2.17)
Le modèle de cascade aléatoire ne requiert alors que les deux hypothèses suivantes :
i) Les densités de probabilité de M(r, l) ne dépendent que du rapport l/r.
Autrement dit,
M(r, l) = M(l/r)
ii) M(r, rn) et M(rn, l) sont statistiquement indépendants.
Ces hypothèses appellent les remarques suivantes :
• La condition i) est moins restrictive que de poser ln+1
ln
= 1
2
, qui correspond au
β-modèle.
• La condition ii) n’impose d’indépendance statistique que sur les structures de
tailles intermédiaires r < rn < l.
2.4.3 Conséquences sur les moments du taux de dissipation
On note < εpl > le moment d’ordre p de ε se rapportant aux structures de taille l
La relation (2.16) a pour conséquence :
εpr = M
p(r, l)εpl
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en moyennant il vient,
< εpr >=< M
p(r, l)εpl >
et grâce à l’hypothèse i)
< εpr >=< M
p(r, l) >< εpl > (2.18)
Les propriétés (2.17) et (2.18) permettent d’écrire :
< Mp(l/r) >=< Mp(
l
rn
)Mp(
rn
r
) >
L’hypothèse ii) permet encore d’écrire :
< Mp(l/r) >=< Mp(
l
rn
) >< Mp(
rn
r
) >
La seule forme mathématiquement possible pour < Mp( l
r
) > est alors :
< Mp(
l
r
) >=
[
l
r
]τ(p)
(2.19)
(p étant considéré comme un paramètre et l/r comme la variable) On a donc en
introduisant (2.19) dans (2.18)
< εpr >=
[
l
r
]τ(p)
< εpl > (2.20)
Le paragraphe 2.3 a proposé une analyse multifractale des moments de u. Il va de soi
que cette analyse peut tout aussi bien s’appliquer aux moments de ε. D’autre part,
il convient de remarquer que la relation (2.11) établit un lien entre C(p) et τ(p). En
effet cette équation conduit à:
< εpl >∼
u′3p
Lp
[
l
L
]C(3p)−p
∼ (ε)p
[
l
L
]τ(p)
(2.21)
D’où
τ(p) = C(3p)− p (2.22)
C’est cette relation qui en quelque sorte réintroduit les phénomènes visqueux dans
le modèle. La fonction C(p) n’est pas arbitraire mais est obtenue expérimentalement
et prend en compte les effets de la viscosité qui était exclue de la construction de la
propriété de similarité interne locale (2.4).
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2.4.4 Complément sur l’analyse probabiliste de la cascade
Soit ω(M, l
r
) la probabilité d’avoir (M( l
r
) = M) sur une structure de taille l/r. Il
va être montré que ω(M, l/r) est défini de manière unique par la connaissance de la
fonction τ(p). Réciproquement si ω(M, l
r
) est connu pour un seul rapport l/r alors
τ(p) est connu ainsi que ω(M, l
r
) pour tous les rapports.
La définition de ω(M, l
r
) s’écrit aussi :
ω(M, l/r) =< δ(M −M(r, l)) > (2.23)
δ est la distribution de Dirac, la moyenne < > s’entend ici sur l’ensemble des M(r, l).
La relation (2.23) s’écrit plus explicitement :
ω(M, l/r) =<
1
2π
∫ ∞
−∞
e−is(M−M(r,l))ds >
Soit encore :
ω(M, l/r) =<
1
2π
∫ ∞
−∞
e−isM+isM(r,l)ds >
Puis en utilisant un développement de Taylor :
ω(M, l/r) =
1
2π
∫ ∞
−∞
[e−isM ] <
∞∑
p=0
(is)p
p!
Mp(r, l) > ds
d’où :
ω(M, l/r) =
1
2π
∫ ∞
−∞
[e−isM ] <
∞∑
p=0
(is)p
p!
[
l
r
]τ(p)
> ds (2.24)
Cette dernière relation montre clairement que si l’on connait la fonction τ(p), on
obtient ω(M, l/r).
Réciproquement supposons que l’on ait ω(M, l/r) pour un rapport l/r. Alors d’après
la relation (2.19), on a :
< Mp(l/r) >=
∫ 1
0
Mpω(M, l/r)dM =
[
l
r
]τ(p)
d’où :
τ(p) =
ln(
∫ 1
0 M
pω(M, l
r
)dM)
ln( l
r
)
(2.25)
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et τ(p) est connu, puis grâce à (2.24) on peut déduire ω(M, l
r
) pour tout rapport l
r
pour le β-modèle, on a, l/r = 2 et ω(M, l
r
) = 1
eτ
δ(M − eτ ) d’où



τ(p) = (p− 1)τ ∀p > 0
τ(0) = 0
C(p) = (1
3
p− 1)τ + 1
3
p
h(p) = 1
3
(τ + 1) est indépendant de p
2.5 Evolution de l’approche probabiliste grâce au modèle multifractal
Une approche probabiliste peut être introduite en posant encore u(l) ∼ lh mais avec
h variable aléatoire. L’événement correspond alors à une structure de taille l et de
module de vitesse u. Du fait que u, l et h sont liés par la relation précédente, cette
probabilité peut être considérée comme dépendant de l et h . Si on choisit de se fixer
une taille de structure ”l” on se définit une densité de probabilité Πl(h) qui représente
la probabilité que, sur une structure de taille ”l”, l’exposant d’échelle ait la valeur h.
Posant alors :
Πl(h) ∼ l3−f(h) (2.26)
on réussit à généraliser la loi (2.1). Car Nl(h) le nombre de structures de taille l sur
lesquelles l’exposant d’échelle prend la valeur h s’écrit :
Nl(h) ∼ l−f(h) (2.27)
mais aussi par définition de D(h) la dimension fractale de l’espace S(h) pour l’expo-
sant d’échelle h :
Nl(h) ∼ l−D(h)
Ainsi :
f(h) = D(h) (2.28)
La figure 2.3 récapitule les différents modèles d’intermittence. Nous donnons un bref
historique de ce concept et de l’approche probabiliste.
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Figure 2.3. Interpolation de la courbe f(h)
• Dans la loi de Kolmogorov de 1941, toutes les structures quelle que soit leur
taille,
– occupent tout l’espace de départ V0,
– ont une valeur constante de h qui assure une dissipation constante



Πl(h) = δ(h− 13) ∀l > 0
u ∼ l 13 ∀l > 0 (2.29)
• Dans le β-modèle [Frisch et al. 78],
– le recouvrement de l’espace est fractal c’est à dire fonction de la taille des
structures ce qui permet d’introduire l’intermittence.
– Mais la valeur de h reste constante et doit toujours assurer la dissipation
constante sur l’espace fractal.



Πl(h) = δ(h− 13) ∀l > 0
u ∼ l 13−µ3 ∀l > 0
(2.30)
• Dans le modèle log-normal [Kolmogorov 62],
– le recouvrement est fractal,
– et h est une variable aléatoire
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Bien qu’il soit antérieur au β-modèle et qu’il ait été formulé sans référence aux théories
multifractales, le modèle log-normal apparâıt à posteriori comme l’ancêtre des modèles
multifractals puisqu’il vérifie:



Πl(h) = l
−f(h)
avec f(h) = ah2 + bh + C
(2.31)
Car avec une telle loi pour f(h) on a :
N(h) = l−ah
2−bh−C (2.32)
ce qui est la forme générale d’une loi gaussienne.
N(h) représente le nombre de structures pour lesquelles
u(l) ∼ lh ou log[u(l)] ∼ hlog[l]
La densité de probabilité de log[u(l)] est donc la densité de probabilité d’avoir h
laquelle est égale Nl(h), si cette loi est gaussienne, u(l) répond bien à une loi log-
normale.
Ainsi utiliser la loi log-normale revient à approcher f(h) par la parabole osculatrice
en son sommet (voir figure 2.3).
Chapitre 3. Lien entre intermittence interne et surface fractale -53-
Chapitre 3
Lien entre intermittence interne et surface
fractale
3.1 Les surfaces iso-scalaires fractales conséquences de la vision
multifractale
Nous venons d’introduire une approche de la notion d’intermittence, à partir d’une
théorie multifractale. Dans tous les cas mais, surtout si l’on a en vue une application
à la combustion utilisant l’aspect front de flamme, il parâıt judicieux d’établir un
lien entre la turbulence liée au modèle multifractal et la nature fractale des surfaces
iso-scalaires.
Un phénomène physique permettant d’appréhender le problème ainsi posé est la no-
tion de flux. En effet l’idée de flux permet de relier les propriétés géométriques de la
surface (son aire, son étirement, sa normale) aux propriétés de la turbulence (tenseur
des déformations, transport par la turbulence). Intéressons-nous donc au flux traver-
sant une interface séparant deux zones, l’une où un certain scalaire C (Température,
fraction massique, etc) a la valeur CA, l’autre où ce scalaire a la valeur CB.
Les différents paramètres sont définis sur la figure 3.1. L’interface est recouverte par
des cubes dont la longueur de l’arête η(x) est l’épaisseur de l’interface en x. Le flux
1 local à travers le cube i est alors donné par :
dΦAB = ν
∆AB
ηi
η2i (3.1)
1Par soucis de simplicité on a identifié le coefficient de diffusion des espèces avec la viscosité autrement
dit on se place dans un cadre où le nombre de Lewis Le est égal à 1
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Figure 3.1. Le modèle de recouvrement de l’interface
où : 


ν : est le coefficient de transport,
ηi : l’arête du cube i,
∆AB
ηi
: le gradient local de C,
η2i : l’aire de la surface élémentaire.
Le flux total est la somme des flux élémentaires
ΦAB =
∑
sur tous les cubes i
ν∆ABηi (3.2)
Il reste alors à introduire la théorie multifractale en explicitant ηi.
ηi est la taille du cube i, c’est l’échelle de coupure à cet endroit de l’interface. Par
analogie avec ηK , l’échelle introduite par Kolmogorov, on définit εηi le taux de dissi-
pation dans le cube i par : εηi ∼ ν3η−4i . C’est la définition proposée par Kolmogorov
mais appliquée à ηi, εηi , ν au lieu de ηK , ε, ν.
Or d’après le modèle multifractal, le taux de dissipation d’une structure de taille ηi
est donné par :
εηi ∼ ε
[
ηi
L
]h
(3.3)
L : étant l’échelle intégrale, ε le taux de dissipation moyen et h l’exposant d’échelle.
Il vient alors :
η4i ∼
ν3
ε
[
L
ηi
]h
soit
[
ηi
L
]4+h
∼ ν
3
L4ε
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On introduit l’échelle de Kolmogorov ηK ∼
[
ν3
ε
] 1
4 pour obtenir :
ηi
L
∼
[
ηK
L
] 4
4+h
(3.4)
Où h est l’exposant d’échelle pris sur le cube i. La théorie multifractale donne alors la
densité de probabilité de h, c’est à dire le nombre de structures de taille ηi de l’espace
sur lesquelles l’exposant d’échelle est h. Ce nombre est :
Nηi(h) =
[
ηi
L
]−Dε(h)
(3.5)
avec Dε(h) dimension fractale
2 de l’ensemble des points de l’espace où l’exposant
d’échelle vaut h.
Or dans l’équation (3.2) donnant le flux, la sommation se fait sur les structures
de taille ηi, localisées sur l’interface. Il faut alors appliquer la propriété énoncée au
paragraphe 1.3.2 : Le nombre de structures de taille ηi, d’exposant d’échelle h, situées
sur une interface de dimension D′ est donc :
N∗ηi(h) =
[
ηi
L
]−(Dε(h)−∆+D′)
(3.6)
avec ∆ = 3, si le calcul est fait sur un espace tridimensionnel.
En remplaçant ηi par son expression en fonction de ηK il vient
N∗ηi(h) ∼
[
ηK
L
]− 4
4+h
(Dε(h)−3+D′)
(3.7)
et l’expression de ΦAB devient en prolongeant la sommation discrète par une intégra-
tion :
ΦAB =
u′L
RL︸︷︷︸
ν
∆ABL
∫ [ηK
L
]− 4
4+h
(Dε(h)−3+D′)
︸ ︷︷ ︸
N∗ηi (h)
[
ηK
L
]− 4
4+h
︸ ︷︷ ︸
ηi
L
dh (3.8)
soit encore en utilisant ηK
L
∼ R−
3
4
L
ΦAB = u
′∆ABL2
∫
R
−1+ 3
4+h
(Dε(h)−4+D′)
L dh (3.9)
2L’indice ε indique une référence à des ensembles Sε(h) basés sur l’étude des moments de ε. On réserve
les notations D et S pour les moments de u
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On utilise l’argument classique d’exposant minimum pour le calcul de cette dernière
intégrale :
ΦAB = u
′∆ABL2R
β
L
avec
β = min( h )
[
1
4 + h
(Dε(h)− 4 + D′)
]
h donnant le minimum vérifie :
∂
∂h
Dε(h) =
1
4 + h
(Dε(h)− 4 + D′)
d’où :
ΦAB ∼ u′∆ABL2R−1+3
∂Dε(h)
∂h
L (3.10)
Pour trouver une relation sur Dε(h), l’on va se servir de l’indépendance du flux par
rapport au nombre de Reynolds, c’est à dire de l’indépendance du flux par rapport à
la viscosité, il vient :
∂Dε(h)
∂h
=
1
3
(3.11)
Grâce au modèle multifractal ∂
∂h
Dε(h) va pouvoir s’interpréter de manière simple. En
effet la théorie multifractale associe Dε(h) à un moment < ε
q > avec h = h(q) et
établit la relation
∂Dε(h)
∂h
= q
Les structures qui participent à ΦAB sont celles qui participent à < ε
q >. L’indépen-
dance en nombre de Reynolds impose q = 1
3
.
Les structures qui ”commandent” la dimension fractale de l’interface (D′) sont celles
qui commandent < ε
1
3 > c’est à dire si l’on admet la relation suivante ε
1
3
r ∼ u(r)
r
1
3
,
celles qui commandent u(r). Ceci parait assez normal pour un phénomène basé sur
la notion de transport.
Les relations entre h, q, Dε(h) et τ(q) en particulier
τ(
1
3
) =
1
3
h + 3−Dε(h)
3.2. Spectre scalaire et surface iso-scalaire fractale -57-
permettent de relier D′ à une caractéristique du modèle multifractal.
∂Dε(h)
∂h
=
1
4 + h
(Dε(h)− 4 + D′) = 1
3
donne :
3(Dε(h)− 4 + D′) = 4 + h
finalement on trouve :
D′ − 2 = 1
3
+ τ(
1
3
) = C(1) (3.12)
3.2 Spectre scalaire et surface iso-scalaire fractale
Ce paragraphe va montrer que la loi de puissance du spectre d’un scalaire, est une
conséquence du comportement fractal des interfaces définies pour ce scalaire.
3.2.1 Définition de l’interface et de n(l)
L’interface est modélisée comme le montre la figure 3.2.
Figure 3.2. Définition de l’interface
Les expériences de mélange partent en général de ce genre de configuration où du
colorant est concentré dans une partie de l’espace et totalement absent ailleurs. Une
fonction indicatrice, prenant la valeur 1 en présence de colorant, 0 dans l’alternative,
rend parfaitement compte de ce genre d’interface que l’on situera aux points de dis-
continuité de la fonction. Cette description sommaire restera de mise jusqu’à ce que
les effets de diffusion deviennent importants.
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Figure 3.3. La densité n(l)
n(l) est la densité de probabilité pour un segment de longueur l de ne contenir au-
cun point de concentration CA = 1 = F (~x) comme le montre la figure 3.3. Hunt et
Vassilicos [Vassilicos et al. 91] montrent alors que :
n(l) ∼ l−µK
où µK = DK − (d − 1) est la co-dimension de Kolmogorov de la surface, DK est la
dimension de Kolmogorov, d la dimension du problème (2 ou 3). Si la surface est
K-fractale sur [ηK , L] cette relation devient :
n(l) =



l−µK si 0 ∼ ηK < l < L
0 si L < l
La normalisation de n(l) :
∫∞
0 n(l)dl = 1 donne :
n(l) =
1− µK
L
(
l
L
)µK
H(L− l) (3.13)
où H(L− l) est la fonction de Heavyside.
3.2.2 Lien entre dimension fractale et spectre scalaire
On définit une fonction de corrélation de F :
c(~r) = F (~x)F (~x + ~r) (3.14)
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sa transformée de Fourier c̃(~k) :
c̃(~k) =
1
(2π)3
∫
c(~r)e−i
~k~rd~r (3.15)
On a :
c(0) =
∫
c̃(~k)d~k (3.16)
On note γ(k) l’intégration angulaire de c̃(~k); elle est ici donnée pour un espace bidi-
mensionnel :
γ(k) =
∫ 2π
0
rc̃(~k)dθk (3.17)
Γ(k) le spectre de F (~x) est défini de la façon suivante :
Γ(k) = (2π)dkd−1γ(k) (3.18)
d est toujours la dimension du problème.
A cause de l’isotropie et de l’homogénéité, on peut établir la corrélation de F à partir
d’une direction arbitraire :
Figure 3.4. Direction de la corrélation
c(~r) = F (~x)F (~x + r~e)
où ~e est arbitraire et ηK < r < L, Comme F (~x) = 0 ou 1 :
c(~r) =( probabilité de F (~x) = 1) .( probabilité de F (~x + r~e) = 1)
soit (probabilité de (F (x) = F (x + r))) .( probabilité de F (x) = 1)



c(r) = Π(r).c(0)
Π(r) = prob(F (x) = F (x + r))
-60- Chapitre 3. Lien entre intermittence interne et surface fractale
Figure 3.5. Cas le plus probable pour Π(r) = 1
Parmi toutes les configurations possibles pour Π(r) 6= 0 Vassilicos et Hunt montrent
que le cas représenté sur la figure 3.5 est le plus probable. La probabilité de ce cas
est
∫∞
r n(l)dl, c’est la probabilité qu’un segment de taille ρ (ρ > r) ne contienne pas
d’éléments pour lesquels F (x) = 0. En remplaçant n(l) par son expression il vient :
Π(r) =
∫ ∞
r
n(l)dl =
∫ ∞
r
1− µK
L
(
l
L
)−µK
H(L− l)dl
d’où
Π(r) = H(L− r)[1−
(
r
L
)1−µK
]
La prise en compte des autres cas donnerait :



Π(r) ≈ 1− A
(
r
L
)1−µK
si r ≤ L
Π(r) ≈ 0 si r > L
L’analyse qui suit requiert seulement que l’interface soit K-fractale. Elle reste bien
sûr à fortiori vraie si elle est H-fractale, pourvu que l’on admette DH = DK dans ce
cas. De plus cette analyse est valable pour des surfaces continues comme pour des
surfaces par poches.
Pour définir Γ(k), on va se servir des équations (3.18) et (3.17) ainsi que de l’hypothèse
F homogène et isotrope sur les échelles prises en compte.
c̃(~k) =
1
(2π)d
∫
c(r)e−i
~k~rd~r
par définition de γ(k) pour un problème en 2 dimensions il vient :
γ(k) =
∫ 2π
0
∫ ∞
0
∫ ∞
0
rc(r)e−i
~k~rdr1dr2dθk
3.2. Spectre scalaire et surface iso-scalaire fractale -61-
Et après diverses intégrations par parties, on trouve :
γ(k) = k−2c(0)



∫ Lk
0

1− A(2− µK)
(
r′
Lk
)1−µK 
 F (r′)dr′



autrement dit :
γ(k) = k−2c(0)
{
(Lk)µK−1
∫ Lk
0
G(r′)dr′
}
soit enfin :
γ(k) ∼ kµK−3
Plus généralement on montrerait :
γ(k) ∼ kµK−d−1
or
Γ(k) = kd−1.γ(k)
d’où :
Γ(k) = k−2+µK (3.19)
Ceci montre la relation réciproque entre la capacité d’une ligne ou d’une surface iso-
scalaire et la loi de puissance du spectre scalaire. On en déduit alors pour une surface
H ou K-fractale : 


Γ(k) ∼ k−p
avec p = 2− µH
(3.20)
DH étant la dimension de la surface incluse dans l’espace de dimension d.
Pour :
• µH = 2 −DH = 13 on obtient p = 53 c’est à dire la loi correspondant à la zone
d’inertie.
• µH = 2 − DH = 1 on obtient p = 3 c’est à dire la loi correspondant à la zone
visqueuse.
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3ème trimestre 1992
Bibliographie de la partie I -67-
[Ott et al. 88] Chaotic fluid convection and the fractal nature of passive scalar
gradients
Edward Ott and Thomas M. Antonsen, Jr.
Physical Review Letters vol. 61, number 25
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Notations de la partie II
A : aire d’une surface
D′ : dimension fractale d’une surface
E(k) : spectre d’énergie
L : échelle intégrale : échelle de longueur macroscopique pour la turbulence
Pr : nombre de Prandtl
UT : vitesse de combustion turbulente moyenne
V : volume
VB : volume brûlé
ẆB : taux de combustion local
ẆB : taux de combustion en mol.s−1
Yi : fraction massique de l’espèce i
Z : variable de Zeldovitch
k : nombre d’onde
s : abscisse curviligne
t : variable de temps
tc : temps caractéristique de la combustion
u′ : écart type de la vitesse fluctuante: échelle de vitesse pour la turbulence
ui : i ème composante de la vitesse
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ul : vitesse de la flamme laminaire
u∗l : vitesse de la flamme épaissie
uT : vitesse de combustion turbulente locale
vK : vitesse de Kolmogorov
x, y, z : variables d’espace
α : coefficient de diffusion thermique laminaire
αT : coefficient de diffusion thermique turbulente
γi : coefficient de diffusion laminaire de l’espèce i
γTi : coefficient de diffusion turbulent de l’espèce i
δl : épaisseur de la flamme laminaire
δ∗l : épaisseur de la flamme épaissie
ε : taux de dissipation moyen
ηK : échelle de longueur de Kolmogorov
µ2 : D’-2
ν : viscosité cinématique
νT : viscosité turbulente spectrale
µT : viscosité dynamique turbulente du modèle q2, ε
ρ : masse volumique
τch : temps chimique
ω̇i: terme de production de l’espèce i
f : moyenne statistique de f
f̃ : moyenne de Favre de f
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Chapitre 4
La combustion
En nous appuyant sur l’analyse multifractale développée dans la partie précédente
nous allons tenter des applications dans le domaine des flammes. En premier lieu
pour des flammes peu atteintes par la turbulence mais aussi en second lieu pour des
flammes que nous qualifierons d’épaissies. Les modèles que nous proposons ne tiennent
pas compte des effets de courbure. On peut penser, en première approximation, que
ces effets se compensent entre eux.
Nous allons commencer par poser les principales notions et notre vocabulaire de base
sur la combustion.
4.1 Quelques notions sur les flammes
4.1.1 Les grandeurs caractéristiques
On s’intéresse au comportement d’une flamme en milieu turbulent ce qui induit à la
fois une caractérisation de ce milieu et une caractérisation de la flamme. Pour des
besoins de temps calcul on s’en tiendra à des caractéristiques simples et proches de
modèles industriels (q2, ε) soit :
• Pour l’écoulement:
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- La connaissance de la valeur efficace de la fluctuation de vitesse u′
- Le taux de dissipation moyen ε
- L’échelle intégrale de la turbulence L
- L’échelle de longueur de Kolmogorov ηK
- et les caractéristiques du champ moyen Ui ,P
• Pour la flamme :
- sa vitesse de propagation en régime laminaire ul
- son épaisseur laminaire δl.
De ces données, on essaiera de tirer le taux global de combustion 1.
4.1.2 Classification des différents types de flammes
A partir de ces grandeurs caractéristiques, il est possible de définir plusieurs types
de combustion. Il existe de nombreuses façons de les représenter sur un diagramme.
Par exemple, le diagramme 4.1 proposé par Barrère et Borghi [Barrère 74] rassemble
les différents types de combustion. Pour plus de précision sur ces différentes zones, se
reporter à [Delamare 92], [Mathieu et al. 89] ou [Nicolleau et al. 91].
Figure 4.1. Diagramme proposé par Barrère et Borghi
1Les productions d’espèces chimiques demanderaient en plus une modélisation précise des phases chim-
iques, on se contentera de supposer une réaction à une étape du type Fioul + O2 → Produits
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4.1.3 La notion de vitesse de flamme
Il est courant de modéliser la combustion par une surface de discontinuité et de
l’étudier comme un phénomène de propagation. Cette approche a l’avantage d’être
simple et permet de découpler le processus de combustion en deux sous problèmes
• la connaissance de la surface
• la connaisance de la vitesse de propagation de cette surface ul
On essayera toujours plus ou moins de s’y référer. Toutefois il convient de rappeler
que cette approche n’est pas absolument rigoureuse. En effet déjà dans le cas lami-
naire, l’étude théorique de la combustion, [Kuo 86], [Williams 88], montre clairement
que la combustion n’est pas localement régie par un phénomène de propagation mais
par des équations de type parabolique. La notion de vitesse de propagation intervient
en fin de compte à travers un problème de valeurs propres. Les conditions aux limites
associées à ces équations ne permettent pas du reste d’affirmer l’existence ou l’unicité
d’une solution 2. A fortiori dans le cas turbulent il faudra redéfinir la notion de vitesse
de flamme ; ceci se fera à partir du taux de combustion.
Le taux de combustion est simplement défini comme étant la masse de gaz brûlée par
unité de temps. Seule cette définition conserve un sens physique pour tous les types
de flamme.
Dans le cas où il existe une vitesse de flamme et un front de flamme (tout au moins
localement), il est possible de définir le taux de combustion de la manière suivante
[Damkhöler 40], [Dumont et al. 93] :
ẆB = ρulA (4.1)
ẆB : taux de combustion,
ρ : masse volumique de réactant,
ul : vitesse de flamme,
A : aire du front de flamme,
2Des travaux numériques ont été conduits par Fertziger et ses élèves à l’Université de Stanford. Pour
mener à bien leurs calculs, ils doivent tenir compte de la nature des singularités en amont et en aval de la
flamme (communication personnelle)
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Figure 4.2. Le taux de production
Cette relation s’illustre simplement sur la figure 4.2. Le volume brûlé VB pendant la
durée dt est égal à ρulAdt , la relation (4.1) s’en déduit naturellement et sera utilisée
par la suite pour généraliser la notion de vitesse de flamme.
En effet, par abus de langage et pour favoriser les comparaisons il est courant de
parler de vitesse turbulente de flamme, elle est définie à partir du taux de combustion
de la manière suivante :
On appellera vitesse de combustion turbulente, (notée uT ) la vitesse d’une flamme
plane fictive qui aurait le même taux de combustion et une surface plane A0.
Autrement dit:
uT =
ẆB
ρA0
(4.2)
Dans la suite la surface A0 a été confondue avec A(L) la surface vue à l’échelle
intégrale. En toute rigueur ces deux surfaces sont différentes. Mais A(L) peut se
déduire de A0 par l’intermédiaire d’un coefficient multiplicatif lié à des instabilités
globales. Le problème de l’identification d’une surface de flamme avec une surface
matérielle est repris au chapitre 7.
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4.2 Application de la théorie fractale, cas des flammes ondulées
la relation (1) permet de redéployer la surface A et d’obtenir une formule dérivée de
(4.1), localement on a :
ẆB = ρulA(L)
[
ηi
L
]2−D′
(4.3)
En intégrant, on trouve une expression globale :
ẆB = ρul
∫ [ηi
L
]2−D′
dA(L) (4.4)
Cette dernière intégrale se prenant en se déplaçant sur la surface vue à l’echelle de
mesure L, surface qui a alors pour aire A(L). On notera par la suite µ2 = D
′ − 2 la
co-dimension de D′.
Ce taux de combustion s’applique immédiatement dans le cas des flammes sans poches
des zones I du diagramme 4.1, où l’on a simplement ηi = ηK la coupure est ici imposée
par la turbulence. Il vient:
ẆB = ρul
[
L
ηK
]µ2
A(L) (4.5)
Soit en exprimant L
ηK
en fonction du nombre de Reynolds turbulent (Re =
u′L
ν
).
uT
ul
∼ R
3
4
µ2
e
d’où:
uT
ul
∼
[
u′
ul
ulL
ν
] 3
4
µ2
uT
ul
∼
[
u′
ul
] 3
4
µ2 [L
δl
] 3
4
µ2
Pr
3
4
µ2 (4.6)
Avec Pr = ulδl
ν
. Puis en remplaçant µ2 par sa valeur classique 0, 36
uT
ul
∼
[
u′
ul
]0,27 [
L
δl
]0,27
Pr0,27 (4.7)
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Si on néglige les variations de L devant celles de u′, au cours du processus de com-
bustion, on devrait avoir une relation du type:
uT
ul
∼
[
u′
ul
]0,27
(4.8)
Cette valeur de l’exposant de u
′
ul
semble assez atypique, l’expérience [Bradley 92]
[Bray 90] donne plutôt des exposants voisins de 1. Toutefois, il se peut qu’elle soit
vérifiée dans certaines situations à turbulence faible telles que l’expérience de D. Es-
cudié (paragraphe 5.1) ou le cas B4 de l’ARC (paragraphe 5.2). L’utilisation de la
formule (4.8) a aussi donné de bons résultats dans le cas d’un démarrage de la com-
bustion au voisinage d’un point chaud (bougie) [Stantavicca et al. 90].
La zone II du diagramme 4.1 est plus complexe et nécessite le développement du
paragraphe suivant.
4.3 Une approche de la zone II, cas des flammes épaissies
4.3.1 Modification des vitesse et épaisseur de la flamme
Dans cette zone la notion de vitesse de flamme demande quelques réflexions. Nous
nous limiterons à une région encore proche de la zone I du diagramme et ten-
terons d’amender les mécanismes laminaires propres à cette zone. Rappelons les trois
mécanismes fondamentaux qui sont en compétition dans une flamme laminaire :
• Un effet de diffusion caractérisé par un temps caractéristique bâti sur le coeffi-
cient de diffusion α et l’épaisseur de flamme δl
τd =
δ2l
α
• Un effet de convection bâti sur δl et ul
τc =
δl
ul
• Un effet chimique proprement dit :
τch
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L’équilibre laminaire se traduit par
τd ∼ τc ∼ τch
autrement dit :
δ2l
α
∼ δl
ul
∼ τch
d’où :
ul =
(
α
τch
) 1
2
=
δl
τch
(4.9)
On va étendre ce raisonnement au cas du régime non laminaire en remarquant que
l’épaisseur de flamme prend en compte deux phénomènes physiques différents. La
figure 4.3 montre l’apport respectif de chaque phénomène à δl :
δl = δpr + δch
avec δpr =
9
10
δl et δch =
1
10
δl.
Figure 4.3. Représentation de la structure interne de la flamme
La réaction chimique proprement dite n’existe que sur 1
10
de l’épaisseur de flamme.
Les 9
10
restant constituent la zone de préchauffage. Dans cette zone, les gaz frais sont
portés de leur température initiale (Ti) à la température d’allumage (Ta). Le régime
non laminaire de la flamme est caractérisé par l’entrée de tourbillons dans la zone de
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préchauffage, la turbulence n’agit plus comme une stimulation externe à la flamme
mais comme un agent interne. Autrement dit la diffusion est augmentée dans la zone
de préchauffage. Il faut alors remplacer α par : α∗ = α + αT , αT est introduit pour
rendre compte des effets thermiques moléculaires.
Quant à la zone chimique, vu qu’elle ne représente qu’une faible part de l’épaisseur
totale, on peut supposer dans un premier temps qu’elle reste intacte et que les tour-
billons les plus petits peuvent pénétrer la zone de préchauffage sans affecter la zone
chimique. τch restera le point pivot de l’équation (4.9)
3 qui deviendra :
u∗l =
(
α∗
τch
) 1
2
=
δ∗l
τch
(4.10)
Dans le cas d’un nombre de Prandtl Pr = ν
α
= 1 et l’hypothèse d’un nombre de
Prandtl turbulent νT
αT
= 1, on a :
νT = αT (4.11)
Or νT peut nous être donné par la formule d’Heisenberg [Kolmogorov 62]:
νT = C2
∫ 1
ηK
1
δ∗
l
[
E(k)
k3
] 1
2
dk avec C2 ∼ 1 (4.12)
Pour la formule de E(k), on se limitera au spectre de Kolmogorov qui se rapporte à
la zone inertielle, bien que l’intégration se fasse jusqu’à 1
ηK
. Pour plus de précision
on pourrait utiliser le spectre défini par Pao (voir la référence [Pao ]) valable jusqu’à
la coupure. Les différences entre ces deux évaluations étant peu sensibles, nous con-
serverons la loi de Kolmogorov qui permet de mener jusqu’au bout les calculs sous
forme analytique ce qui donne des évaluations simples.
E(k) = C1ε
2
3 k−
5
3 avec C1 ∼ 1, 5 (4.13)
ce qui donne pour νT
νT = C1C2ε
1
3
∫ 1
ηK
1
δ∗
l

k
− 5
3
k3


1
2
dk (4.14)
3Cette démarche avait déjà été introduite par R. Borghi [Borghi 85]. Elle est acceptée par d’autres
spécialistes tels N. Peters, M. Barrère.
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Figure 4.4. Interprétation spectrale du rôle des structures
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tout calcul fait il vient :
νT
3
4
C1C2
= ν


[
δ∗l
ηK
] 4
3
− 1

 avec 3
4
C1C2 ∼ 1
finalement :
νT
ν
+ 1 =
αT
α
+ 1 =
[
δ∗l
ηK
] 4
3
On peut alors exprimer u∗l en reprenant (4.9), il vient:
u∗2l =
α∗
τch
= (α + αT )
1
τch
=
α
τch
(
1 +
αT
α
)
u∗2l = u
2
l
[
δ∗l
ηK
] 4
3
soit
u∗l
ul
=
[
δ∗l
ηK
] 2
3
(4.15)
(4.10) associé à cette dernière relation donne :
u∗l =
δ∗l
τch
=
δl
τch
[
δ∗l
ηK
] 2
3
on montre ainsi que : 1 = δlη
− 2
3
K δ
∗− 1
3
l et on en déduit :
δ∗l
ηK
=
[
δl
ηK
]3
(4.16)
et une formule pour u∗l ne faisant intervenir que des quantités laminaires connues
(accessibles par l’expérience).
u∗l
ul
=
[
δl
ηK
]2
(4.17)
(Les formules (4.17) et (4.16) ne sont valables que pour δl > ηK ).
4.3.2 Application à la détermination du taux de combustion
Le processus fractal ne s’étend plus que jusqu’à δ∗l et non jusqu’à ηK comme dans le
cas de la zone I du diagramme. On a donc à partir de (4.17) et de (4.3) :
ẆB = ρul
[
δl
ηK
]2 [
L
δ∗l
]µ2
A0 = ρulA0
[
δl
ηK
]2 [
L
δl
δl
ηK
ηK
δ∗l
]µ2
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soit:
ẆB = ρulA0
[
δl
ηK
]2 [
L
δl
]µ2 [ δl
ηK
]µ2 [ηK
δ∗l
]µ2
en regroupant il vient :
ẆB = ρulA0
[
δl
ηK
]2(1−µ2) [L
δl
]µ2
(4.18)
cette formule peut être intéressante, elle montre ẆB fonction des paramètres lami-
naires δl, ul, et des paramètres de la turbulence ηK , L. Il est toutefois plus pratique
d’avoir ẆB en fonction de u
′ quantité plus familière aux industriels et directement
liée à la quantité q2 du modèle q2, ε. Il suffit de rappeler que:
ηK = (ε)
− 1
4 ν
3
4
et que
ε =
u′3
L
d’où
ẆB = ρulA0

 δl
ν
3
4
u′
3
4
L
1
4


2(1−µ2) [
L
δl
]µ2
ẆB = ρulA0


(
δlul
ν
) 3
4
(
δl
L
) 1
4
(
u′
ul
) 3
4


2(1−µ2) [
L
δl
]µ2
finalement 4 :
ẆB = Ẇ0
[
u′
ul
] 3
2
(1−µ2) [L
δl
] 3µ2−1
2
(4.19)
où l’on a posé Ẇ0 = ρulA0 taux de combustion laminaire. Avec la valeur classique
µ2 = 0, 36 on aboutit à :
ẆB
Ẇ0
=
[
u′
ul
]0,96 [
L
δl
]0,04
(4.20)
le dernier facteur fonction de L influe donc finalement peu sur ẆB :
ẆB
Ẇ0
∼
[
u′
ul
]0,96
(4.21)
4On a posé δlul
ν
pour rester cohérent avec (4.11) (Pr ∼ 1). Le calcul complet pour Pr 6= 1 n’offre pas de
difficulté théorique mais remet bien entendu en question le choix de l’échelle de coupure intervenant dans le
processus fractal.
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On notera sur cette dernière formule la quasi proportionnalité de ẆB et de u
′. Cette
quasi proportionnalité est observée expérimentalement sur le moteur à piston. La
dépendance avec L
δl
est faible, il n’y a pas à l’heure actuelle de connaissance bien
établie sur la dépendance de ẆB avec ce rapport. On peut remarquer à partir de la
relation (4.19) que la somme des exposants de u
′
ul
et de L
δl
fait 1, ainsi si ẆB dépend
fortement de u
′
ul
, il dépend faiblement de L
δl
et vice versa. Deux cas asymptotiques sont
envisagés même s’il ne faut envisager les renseignements qu’ils fournissent qu’avec
précautions : µ2 =
1
3
c’est à dire une turbulence sans intermittence, dans ce cas
ẆB ∼ u′ul ou bien µ2 = 1 c’est à dire une surface fractale devenant un volume, dans
ce cas ẆB ∼ Lδl . Cette situation correspondrait, pour faire simple, à une combustion
en volume.
Comme pour la flamme non épaissie, on peut donner une formule plus globale :
ẆB
Ẇ0
=
∫ [u′
ul
]0,96 [
L
δl
]0,04 dA
A0
(4.22)
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Chapitre 5
Appui expérimental
Après avoir établi des lois théoriques, il reste à les valider expérimentalement, ou
tout au moins à montrer qu’elles s’accordent à certains résultats expérimentaux. C’est
ce qui est fait aux paragraphes 5.1 et 5.2 pour l’expérience réelle et au chapitre 6 pour
l’expérience numérique. Une fois cela accompli ces lois peuvent alors être comparées
à celles déjà proposées dans la littérature. C’est ce qui est fait au paragraphe 6.4
5.1 La flamme en V
Figure 5.1. Dispositif expérimental de la flamme en V
Une équipe d’expérimentateurs du Laboratoire de Mécanique des Fluides de l’E.C.L.
a accumulé depuis plusieurs années des données sur la flamme en V. Ces résultats ont
fait l’objet de publications, on pourra par exemple se reporter à [Escudié et al. 83],
[Escudié 90] et [Larrauri 91]. La figure 5.1 rassemble les principales caractéristiques
de la manipulation mise en oeuvre par D. Escudié. L’expérience consiste en un jet de
H2 - air ou CH4 - air, la combustion du mélange est provoquée par un fil de platine
chauffé.
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Exploitation des données mélange H2 - air
Ces expériences ont notamment fourni en deux sections différentes, les profils des
grandeurs nécessaires au calcul du débit en carburant, soit à postériori le taux de
combustion global ẆB tel qu’il est défini au paragraphe 4.1.3. Deux séries de mesures
étaient disponibles, l’une avec une turbulence de grille telle que le représente la figure
5.1, l’autre sans la grille, c’est à dire avec une intensité de turbulence résiduelle de
0, 5%. Si l’on considère ce dernier cas comme une référence laminaire donnant une
vitesse ul = 0, 18 ms
−1 laminaire, on ne vérifie pas la relation (4.6). Notons toutefois
que le facteur
[
L
δl
]0,27
n’est pas négligeable dans cette relation et que l’on ne sait rien
de lui.
Une autre démarche consiste à ne plus regarder le cas à turbulence résiduelle comme
un cas de référence laminaire mais comme un cas faiblement turbulent. En effet de
l’équation (4.6) on peut tirer une relation liant deux niveaux de turbulence :
uT1
uT2
=
[
u′1
u′2
]0,27 [
L1
L2
]0,27
(5.1)
Où les indice 1 et 2 se rapportent respectivement aux niveaux de turbulence 1 et 2.
Reste le même problème que dans la première tentative : L1 et L2 sont mal connues.
Mais alors qu’en général L
δl
À 1, il est vraissemblable d’avoir L1
L2
∼ 1 avec cette
hypothèse on devrait vérifier:
uT1
uT2
∼
[
u′1
u′2
]0,27
∼
[
I1
I2
]0,27
(5.2)
I étant l’intensité de turbulence (la vitesse moyenne de référence est la même dans
les deux cas).
Les données sont les suivantes :
uT1 ∼ 0, 18 ms−1 , I1 ∼ 0, 5%
Le débit mesuré à partir des profils expérimentaux est : ẆB = 0, 57 mol.s−1. On en
déduit par la formule (4.2) une vitesse de flamme turbulente :
uT2 ∼ 0, 29 ms−1
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D’où un rapport :
uT1
uT2
∼ 1, 61
L’intensité de turbulence au niveau du front de flamme (moyen) est de l’ordre de 3, 5
à 4%. Ce qui permet de calculer le facteur théorique :
[
I1
I2
]0,27
∼
[
4
0, 5
]0,27
∼ 1, 75
soit une erreur de 9% entre ces deux rapports.
5.2 Exploitation des résultats de L’ARC
5.2.1 Introduction aux mesures de l’ARC
Figure 5.2. Configuration expérimentale de l’ARC
Dans le cadre de l’ARC 1, pour des études en combustion, une chambre a été spéciale-
ment conçue et fabriquée au laboratoire d’Energétique et de Détonique de l’Ecole Na-
tionale Supérieure de Mécanique et d’Aérotechnique de Poitiers, en trois exemplaires.
L’un est installé au Laboratoire des Phénomènes de Transports dans les Milieux en
Réaction à Rouen, pour la caractérisation de l’aérothermodynamique et de la turbu-
lence par vélocimétrie laser ; un autre au Laboratoire de Recherche en Combustion
de l’Université d’Aix-Marseille pour les études de la structure de flamme à l’aide de la
tomographie par nappe laser, et enfin le troisième exemplaire à Poitiers pour étudier
1Association de Recherche Concertée Moteurs à Piston (CNRS - PIRSEM)
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globalement les phénomènes par l’analyse des signaux de pression et par la strioscopie
cinématographique rapide.
Les données présentées ci-dessous sont tirées de la référence [Floch 90].
L’expérience est faite avec 4 types de grilles, donnant 4 niveaux de turbulence. Du
niveau le plus élevé au niveau le plus faible, on a:
Cas diamètre des canaux porosité
B1 2,6 mm 0,96
B2 4,2 mm 0,90
B3 6,0 mm 0,80
B4 8,6 mm 0,61
La combustion est alors déclenchée en fin de course du piston. L’évaporation de gout-
telettes d’huile présentes dans la zone de combustion donne, au point de mesure
considéré, l’instant de passage de la flamme tf . La connaissance de tf permet de
calculer Uf la vitesse du front de flamme et de mesurer Ug la vitesse des gaz frais
au passage de la flamme. Ces deux vitesses sont prises par rapport à la paroi. On
calcule alors uT = Uf − Ug, la vitesse du front de flamme en enlevant l’action due à
l’expansion des gaz bûlés.
De l’étude détaillée de ces 4 cas, il apparait nettement que les dernières mesures (x
grand) ont un comportement très particulier. Ceci est dû au fait que l’on approche
de la paroi du fond de la chambre de combustion, là précisément où se trouve les
canaux qui ont créé la turbulence. Les expérimentateurs ont constaté, même dans le
cas laminaire, la présence d’une onde acoustique agissant sur la flamme au niveau de
ces points. Ils ont aussi pu remarquer l’influence certaine des canaux de plexiglas en
fin de combustion. On a donc omis les deux derniers points des courbes 5.3 ( x = 60
cm et x = 80 cm) dans tout ce qui suit. Un examen rapide des solidités et des courbes
montre aussi que les cas B1, B2, B3 sont particulièrement instables et n’entrent pas
dans le cadre que nous nous sommes fixé. Nous nous limiterons donc à l’étude détaillée
du cas B4 et donnerons les quelques courbes sur les cas B1, B2, B3 en annexe B.
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a : Vitesse turbulente de flamme b : Ecart type de la vitesse turbulente
des gaz brûlés après
le passage du front de flamme
Figure 5.3. Données de base tirées de l’ARC
Pour vérifier les lois (4.8) et (4.20) il faut s’orienter vers la recherche d’une expression
du type :
uT
ul
= f
(
u′
ul
)
Jusqu’à présent la plupart des chercheurs se sont intéressés à des lois du type
uT
ul
= f
(
u′sc
ul
)
(5.3)
Où :
• uT est une vitesse de combustion turbulente, telle qu’elle a été définie au para-
graphe 4.1.3.
• ul est la vitesse de la flamme laminaire dans les conditions chimiques de l’expé-
rience (richesses, fractions massiques, ...).
• u′sc est une vitesse caractéristique de la turbulence sans la combustion parce
que d’une part c’est la plus accessible, mais aussi d’autre part parce que l’on
aimerait prédire uT en ne connaissant que les caractéristiques de la turbulence
sans combustion et celles de la flamme laminaire (ul). On trouve alors pour
diverses expériences uT
ul
reporté en fonction de u
′
sc
ul
.
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L’intérêt des mesures de l’ARC est de fournir, la quantité u′g (fluctuation de vitesse
turbulente au passage du front de flamme), et d’avoir uT et u
′
g en plusieurs points
au cours du processus de combustion. Autrement dit les mesures de l’ARC permet-
tent d’avoir accès à des informations locales sur l’interaction turbulence/combustion.
Puisque les données le permettaient, on a donc recherché des lois du type :
uT
ul
= f
(
u′g
ul
)
(5.4)
plutôt que des lois du type (5.3). Ce choix est conforté par l’examen des diagrammes
des courbes du type (5.3) et du type (5.4).
a : uT
ul
en fonction de
u′g
ul
b : uT
ul
en fonction de u
′
sc
ul
Figure 5.4. Comparaison de uT
ul
en fonction de
u′g
ul
et uT
ul
en fonction de
u′sc
ul
pour le cas B4
L’analyse des graphes B.1, B.2, B.3, 5.4 permet de conclure que les courbes du type
(5.3) forment des graphes plus désordonnés que les courbes de type (5.4).
5.2.2 Remarque sur le classement des différents types de flammes
Pour les 4 cas on a représenté u
′g
ul
et u
′
sc
ul
en fonction de x distance à la bougie donnée en
cm. Classiquement le report des points (u
′
sc
ul
; L
δl
) sur un diagramme du genre 4.1 donne
le type de combustion. Les figures B.4 et 5.5 montrent clairement l’interaction com-
bustion/turbulence. Le diagnostique peut être très différent suivant que l’on choisit
pour critère u
′
sc
ul
ou u
′g
ul
. Ainsi comme le montre la figure 5.5 une flamme peu plissée en
début de combustion peut le devenir fortement au cours du dévelopement de la com-
bustion du fait de l’action de la turbulence induite par cette dernière. La connaissance
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de u
′g
ul
est très importante car c’est ce rapport qui indique le degré de ”fractalisation
du front”. En effet en début de combustion la dimension fractale D′ est fonction du
taux de turbulence (cf [Stantavicca et al. 90]) :
D′ = f
(
u′g
ul
)
(5.5)
où D′ peut varier de la valeur 2 à la valeur 2,36 au fur et à mesure que u
′g
ul
croit. Les
figures B.4 et 5.5 montrent donc qu’en substituant u
′
sc
ul
à u
′g
ul
on risque d’obtenir un
diagnostique erronné sur le diagramme 4.1 et une valeur fausse de D′.
a: turbulence B3 b: turbulence B4
Figure 5.5.
u′g
ul
et
u′sc
ul
en fonction de x cas B3 et B4
5.2.3 Analyse du cas B4 (turbulence faible)
Le cas B4 correspond à un cas peu turbulent, il correspond aussi au cas le plus stable
(solidité minimum). Il semble donc intéressant d’essayer d’y appliquer la formule (4.8)
prévue pour ce cas. La figure 5.6 donne
u′g
ul
en fonction de uT
ul
.
Le diagramme 5.4-a montre clairement qu’une loi du type uT
ul
∼ u′g
ul
n’est pas adaptée
à ce cas. Au vu de la forme de 5.4-a, il parait plus juste de chercher à interpoler
u′g
ul
en fonction de uT
ul
par des polynômes de différents degrés. C’est ce qui a été fait sur
le diagramme 5.6.
• Le polynôme de degré 2 recouvre mal les points mais indique clairement le signe
de la courbure.
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• Les polynômes 3 et 4 couvrent bien l’ensemble des points.
On peut donc penser que pour
u′g
ul
grand on a:
uT
ul
∼
(
u′g
ul
)α
(5.6)
avec
1
4
< α <
1
3
Ce qui est en accord avec la valeur de 0, 27 indiquée au chapitre 4, valeur souvent
considérée suspecte mais cependant trouvée ici dans une expérience particulière.
Remarquons que la courbe 5.4-b est moins en désaccord avec une loi habituelle du
type (5.7):
uT
ul
∼ u
′
sc
ul
(5.7)
que ne l’était le diagramme 5.4-a. Ceci n’est pas contradictoire avec α ∼ 0, 27. En
effet pour accorder les deux approches il faudrait:
u′g
ul
∼
(
u′
ul
) 1
β
avec:
3 <
1
β
< 4
On aurait bien alors la relation (5.7). C’est ce que confirment les interpolations sur
les figures 5.7.
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Figure 5.6. turbulence B4 interpolation des points (
u′g
ul
,uT
ul
)
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Figure 5.7. turbulence B4 interpolation des points (
u′g
ul
u′sc
ul
)
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Chapitre 6
Confrontation à un code numérique
6.1 Introduction, les 2 cas numériques modélisés par le code NATUR
Le code utilisé allie un modèle q2, ε pour la turbulence à un modèle de Zeldovitch
pour la combustion. Ce code a été écrit et développé par l’équipe Brun, Roche, Tour-
niaire du laboratoire de mécanique des fluides de l’ECL (se reporter à [Brun 88],
[Roche et al. 91], [Buffat 91], [Tourniaire et al. 93]). Deux cas de validation ont été
traités :
• la flamme étudiée par Moreau
• la flamme accrochée derrière une marche
Les figures 6.1 et 6.2 illustrent ces deux cas.
6.2 Validation des formules théoriques
La méthode de validation est dans son esprit identique à l’exploitation expérimentale
de l’étude de la flamme en V. Le code fournit un débit de gaz brûlés entre deux
sections, qu’il est possible de comparer aux formules (4.4) et (4.22). Les résultats
numériques ont montré des rapports vK
ul
grands, c’est donc la formule (4.22) qui devrait
s’appliquer. Les quantités nécessaires à l’évaluation de cette formule (u′, ε, ... ) sont
aussi fournies par le code. Pour s’abstraire des phénomènes parasites dus aux parois,
il est possible de se limiter à une certaine portion de la géométrie physique.
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Figure 6.1. configuration de la flamme de Moreau
Figure 6.2. configuration de la marche
6.2.1 Le cas de la flamme de Moreau
La variation de débit fournie par le code est : d = 1, 74 kgs−1. Les différentes données
sont les suivantes:
ρ = 0, 569 kg.m−3 masse volumique des gaz frais
ul = 0, 3 m.s
−1 vitesse de flamme laminaire
l’épaisseur de flamme laminaire δl est assez mal connue aussi l’on évaluera la formule
(4.22) sans le terme
[
L
δl
]0,04
et pour deux cas extrêmes δl = 10
−3 m et δl = 10−4 m.
les résultats sont les suivants :
sans le terme
[
L
δl
]0,04
ẆB = 1, 52 kg.s
−1 l’erreur est de 13%
pour δl = 10
−3m ẆB = 1, 68 kg.s−1 l’erreur est de 4%
pour δl = 10
−4m ẆB = 1, 84 kg.s−1 l’erreur est de 5%
L’erreur est prise par rapport au débit fourni par le code.
6.2.2 Le cas de la flamme accrochée derrière une marche
La même comparaison a été faite pour le cas de la flamme accrochée derrière une
marche. Dans ce cas, la variation de débit fournie par le code est : d = 0, 65 kg.s−1
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Les différentes données sont les suivantes:
ρ = 0, 65 kg.m−3 masse volumique des gaz frais
ul = 0, 3 m.s
−1 vitesse de flamme laminaire
les résultats sont les suivants :
sans le terme
[
L
δl
]0,04
ẆB = 0, 62 kg.s
−1 l’erreur est de 6%
pour δl = 10
−3m ẆB = 0, 68 kg.s−1 l’erreur est de 4, 5%
pour δl = 10
−4m ẆB = 0, 75 kg.s−1 l’erreur est de 15%
L’erreur est prise par rapport au débit fourni par le code.
a : débit fractal de la flamme de Moreau b : débit fractal de la flamme
accrochée derrière une marche
1 :
(
u′
ul
)−0,96
2 :
(
u′
ul
)−0,96 (
L
δl
)−0,04
avec δl = 1 mm
3 : même chose que 2 avec δl = 0, 1 mm
Figure 6.3. débit fractal
6.3 Application aux codes numériques
Ces deux comparaisons sur la marche et la flamme de Moreau étant encourageantes,
il est tentant de vouloir utiliser la formule fractale (4.20) à des fins numériques. Pour
ce faire revenons brièvement sur la modélisation du terme de combustion dans le code
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NATUR.
6.3.1 Le Modèle de pdf présumée
Le modèle de pdf présumée dérive du modèle Eddy Break Up. Ce modèle et sa pro-
grammation dans NATUR sont développés dans [Roche et al. 91]. Ici on ne reprend
que l’équation de conservation des espèces chimiques. Cette dernière s’écrit:



∂ρỸi
∂t
+ div(ρ~̃uỸi)− div[(γi + µT γTi) ~grad(Ỹi)]
= ρ˜̇ωi
∂ρZ̃
∂t
+ div(ρ~̃uZ̃)− div[(γp + µT DTp) ~grad(Z̃)]
= div[(γk − γp + µT DTi − µT DTp) ~grad(Ỹk)
(6.1)
Tout l’art des physiciens numériciens consiste à fermer cette équation et à modéliser
le terme de production ˜̇ωi. La formule de base de l’EBU est :
˜̇ωi =
a
τ
(Ỹi − ỸM)Ỹi (6.2)
où
1
τ
= Cebu
ε
k
(6.3)
le temps (τ) caractérisant la combustion est donc pris égal au temps caractéristique
de la turbulence ( ε
k
= u
′
L
)
6.3.2 Utilisation du temps caractéristique fractal
Il est possible de définir tc un temps caractéristique de la combustion de la manière
suivante :
tc =
m0
ẆB
(6.4)



m0 masse de référence
ẆB taux de combustion
On peut prendre, m0 = ρA0L avec L l’échelle intégrale.
Dans le cas de la flamme plissée non épaissie, on obtient à partir de la relation (4.5) :
tc =
L
ul
(
ηK
L
)µ2
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après calcul, il vient:
tc =
(
δl
ul
)1− 3
4
µ2 ( L
u′
) 3
4
µ2 (L
δl
)1− 3
2
µ2
Pr
3
4
µ2 (6.5)
ou en remplaçant µ2 par sa valeur 0,36 :
tc =
(
δl
ul
)0,73 (
L
u′
)0,27 (L
δl
)0,46
Pr0,27 (6.6)
soit sous une autre forme:
tc =
(
L
u′
)1− 3
4
µ2
(
δl
ul
) 3
4
µ2 (u′
ul
)1− 3
2
µ2
Pr
3
4
µ2 (6.7)
toujours en remplaçant µ2 par sa valeur 0,36 :
tc =
(
L
u′
)0,73 ( δl
ul
)0,27 (
u′
ul
)0,46
Pr0,27 (6.8)
Dans le cas de la flamme plissée, le temps caractéristique tc dépend de quantités liées
à la turbulence ( L
u′ ), à la chimie (
δl
ul
) mais aussi d’une quantité hybride: L
δl
ou u
′
ul
.
Dans le cas de la flamme épaisse de la formule (4.19) on tire :
tc =
(
L
u′
) 3
2
(1−µ2) ( δl
ul
) 3µ2−1
2
(6.9)
ou en remplaçant µ2 par sa valeur 0,36 :
tc =
(
L
u′
)0,96 ( δl
ul
)0,04
(6.10)
Dans ce cas les termes hybrides n’apparaissent pas, on observe aussi une nette pré-
pondérance de la turbulence ( L
u′ ) dans le calcul de tc
6.3.3 application au code
On peut alors reprendre l’expression (6.2) et y remplacer le temps caractéristique
utilisé (τ) par le temps fourni par la démarche spectro-fractale (tc). Pour rester dans
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une formulation Eddy Break Up, ce changement revient à donner au coefficient Cebu
la forme :
Cebu(fractal) = Cebu
(
k
ε
)−0,04 (
δl
ul
)−0,04
(6.11)
La différence avec le modèle standard apparait donc extrêmement faible. A posteriori
ceci n’apparâıt pas surprenant. En effet,
• dans le terme production de l’EBU, on axe le temps caractéristique sur le temps
d’interaction cinématique. La chimie est phénomène adaptable pourvu que :
τchimique < τcascade
• La théorie multifractale provient elle aussi d’un mécanisme de cascade.
• La correction apportée à ul pour tenir compte de l’action de la turbulence sur
la zone de préchauffage est aussi basée sur la zone d’inertie.
Dans les deux cas, EBU et flammes épaissies, les mécanismes fondamentaux sont les
mêmes. Les phénomènes non linéaires sont privilégiés. Ceci explique :
τEBU ∼ τfractal
Toutefois cet accord entre les deux approches n’existe que pour
D′ voisin de 2,36. Pour des valeurs de D′ s’écartant de 2,36 , les
deux méthodes devraient aboutir à des temps caractéristiques
différents. C’est cette idée qui a motivé le développement de la
partie III qui cherche à relativiser le caractère universel de D′
en particulier son homogénéité et son isotropie.
6.4 Comparaisons avec d’autres formules de vitesse de flamme
D’autres formules pour uT
ul
existent dans la littérature. Quelques unes sont reprises
ici :
• Modèle de Bray et Al (BML)
uT
ul
= 1, 8
(
u′
ul
)0,412 (
L
δl
)0,196
(6.12)
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• Modèle Pope et Anan
uT
ul
= 1 + 2, 1
u′
ul
(6.13)
• Modèle de Klimov (établi pour u′
ul
> 1)
uT
ul
= 3, 6
(
u′
ul
)0,7
(6.14)
• Expériences de Kutznetsov et Sabel’nikov [Kuznetsov et al. 90]
• Modèle spectro-fractal de flammes épaisses (établi pour u′
ul
> 1 )
uT
ul
=
(
u′
ul
)0,96 (
L
δl
)0,04
(6.15)
• Modèle fractal de flammes minces
uT
ul
=
(
u′
ul
)0,27 (
L
δl
)0,27
(6.16)
Les comparaisons sont difficiles, en particulier le rôle du terme L
δl
est mal défini. Seul,
en dehors des formules que nous avons proposées, le modèle (6.12) en tient compte.
Les autres modèles (6.13) (6.14) et les expériences de Kutznetzov ont pour tendance
uT ∼ u′ pour u′ul grand. Le modèle (6.12) qui s’écarte un peu des autres, est en quelque
sorte encadré par nos deux approches (6.15) et (6.16).
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Notations de la partie III
CSmag : constante de Smagorinski
DH : dimension de Hausdorff
Kc : nombre d’onde de coupure pour la sous maille
L : échelle intégrale : échelle de longueur macroscopique pour la turbulence
Lx : échelle intégrale dans la direction x
Ly : échelle intégrale dans la direction y
Lz : échelle intégrale dans la direction z
Ni : nombre de points sur l’ arête suivant i de la grille spectrale
Re : nombre de Reynolds
S : cisaillement
Sij : matrice de Smagorinski
Uf : vitesse de frottement
V : volume
dt : pas temporel
~k : vecteur d’onde
ki : i ème composante du vecteur d’onde
k : module de ~k
lp : longueur de la grille (espace physique)
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p : pression
t : variable temps
tL : temps de déclin
L
u′
u : module de la vitesse
u′ : écart type de la vitesse fluctuante : échelle de vitesse pour la turbulence
ui : i ème composante de la vitesse
ui : i ème composante de la vitesse pour les grosses structures
vK : échelle de vitesse de Kolmogorov
xi : i ème coordonnée spatiale
y∗ : échelle de paroi yUf
ν
∆ : pas spatial (espace physique)
ηK : échelle de longueur de Kolmogorov
ν : viscosité
νT : viscosité de sous-maille
ρ : masse volumique
< u > : moyenne statistique de u
ũ : transformée de Fourier de u
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Chapitre 7
Le Modèle numérique
7.1 Introduction
Les parties précédentes ont développé le rôle de la surface de flamme, en particulier
celui de sa dimension fractale. Cette dimension a toujours été supposée constante égale
à sa valeur asymptotique 2, 36. Qu’en est-il vraiment dans les conditions réelles :
• lors de l’établissement de la turbulence,
• en présence de forte inhomogénéité,
• d’un cisaillement,
• d’une paroi ?
7.2 Identification de la surface iso-scalaire à la surface de particules
fluides
L’étude complète d’une surface de flamme est une entreprise complexe et nécessite
des moyens informatiques très importants. Plutôt qui d’y introduire ex abrupto une
analyse fractale, il parâıt plus sage de se limiter dans un premier temps à l’étude
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de simples surfaces matérielles. Ces surfaces sont d’ailleurs une première approxima-
tion des surfaces iso-scalaires et par voie de conséquences des fronts de flammes. En
effet [Nicolleau et al. 91] ont montré que surfaces iso-scalaires et surfaces matérielles
tendaient toutes deux à s’orienter suivant la même normale qui est la direction de plus
grande contraction du tenseur des déformations. Ce résultat a pour appui la théorie de
[Batchelor 59] et a été confirmé par des simulations numériques [Trouvé 90]. De leur
côté [Yeung et al. 90] montrent que si ul est petit devant la vitesse de Kolmogorov, la
surface de la flamme reste proche de la surface matérielle avec laquelle elle cöıncidait
au départ. Dans le cadre de notre étude cette hypothèse n’est plus strictement vérifié,
mais l’on en reste toutefois assez voisin sur la zone II du diagramme 4.1.
Pour l’étude numérique, la surface matérielle est discrétisée en un certain nombre
de points repérés les uns par rapport aux autres pour former un quadrillage. A un
instant donné, t = 0, ces points sont ”lâchés” sans vitesse propre dans l’écoulement
turbulent. Tant que deux points au départ voisins ne s’écartent pas trop l’un de
l’autre, l’évolution de l’ensemble formé par ces points est similaire à celle de la surface
matérielle. L’écartement inéluctable des points (voir [Nicolleau et al. 91]) entraine
une perte d’informations sur les petites échelles de la surface. C’est ce phénomène qui
donne le critère d’arrêt du suivi de particules.
7.3 Choix et méthodes numériques
7.3.1 Calcul du champ de vitesse
Nous avons besoin de simulations de champs de vitesses non moyennés afin de pouvoir
effectuer des suivis de surfaces en les intégrant dans le temps.
Pour observer des surfaces fractales et accéder à leur dimension, il faut se donner des
nombres de Reynolds suffisamment élevés. L’option numérique adaptée est donc celle
de la L.E.S où seules les grandes échelles sont résolues (c’est la signification du sigle
L.E.S : Large Eddy Simulation). C’est cette méthode qui a été utilisée au chapitre 8
où Re ∼ ∞.
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D’un autre côté, compte tenu de la complexité des mécanismes mécaniques et thermo-
dynamiques intervenant dans les phénomènes de combustion, les codes de simulation
de flamme doivent se faire en simulation directe (Direct Numerical Simulation ou
D.N.S.) et à faible nombre de Reynolds. C’est pourquoi l’étude de l’écoulement dans
un canal du chapitre 9 s’est faite avec une L.E.S. très proche d’une simulation directe
et pour un nombre de Reynolds relativement faible (Re ∼ 3840).
Dans les deux codes (chapitre 8 et chapitre 9), l’effet des petites structures, appelé
aussi terme de sous maille, peut être pris en compte par une méthode de viscosité
turbulente. Dans ce cas, il est schématisé comme si l’action essentielle des petites
structures était de dissiper l’énergie. En définitive, la modélisation de cet effet re-
vient à ajouter une viscosité turbulente (νT ) à la viscosité moléculaire. Cet approche
ne permet aucun flux en retour de l’énergie. Son emploi sera donc justifié chaque
fois que l’on modélisera des écoulements dominés par des effets non linéaires ; du
reste, cette modèlisation est souvent appliquée à des cas de turbulence isotrope où
les flux d’énergie inverses sont très faibles. Comme l’ont montré Gence et Mathieu,
les effets de flux inverse (Back Scatter) peuvent devenir très importants dans cer-
tains cas particuliers où les phénomènes non linéaires dominent. Bien que contestable
ce modèle constitue une approximation généralement acceptable (cf [Bertoglio 86]).
Elle le sera d’autant plus que la coupure à effectuer s’opère à grand nombre d’onde
(simulation ”quasi-directe”). Un critère important réside dans la comparaison de la
maille à l’échelle de longueur de Kolmogorov ηK . Il existe deux manières différentes de
modéliser νT . La première dite de Chollet - Lesieur [Chollet et al. 81] est utilisée dans
le code spectral du chapitre 8. Ce code pour ce qui est de la simulation du champ de
vitesse a été mis au point et développé par J.P. Bertoglio [Bertoglio 86], utilisé et ap-
pliqué plus récemment par L. Shao dans le cadre de l’étude d’une couche de mélange
non cisaillée [Shao 92] [Bertoglio et al. 92]. La deuxième méthode de modèlisation de
νT due à Smagorinski [Smagorinski 63] est utilisée dans le code du chapitre 9.
7.3.2 Modélisation du suivi de particules
Un programme de suivi de particule a été mis au point, développé et utilisé pour
l’étude d’une surface, une première version a été utilisée dans [Nicolleau et al. 91].
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Dans le cas d’une particule fluide l’équation à résoudre est très simple :
~V (t) =
d ~X
dt
(7.1)
• ~V (t) est la vitesse de la particule (vitesse Lagrangienne)
• ~X est la position de la particule à l’instant t.
Comme la particule est une particule fluide on a :
~V (t) = ~U( ~X, t) (7.2)
Avec ~U vitesse Eulérienne.
L’équation du mouvement (7.2) est intégrée à l’aide du schéma prédicteur correcteur
du quatrième ordre dû à Haming (cf annexe C). L’avantage de ce schéma par rapport
à un schéma explicite à un pas, est un gain au niveau du nombre de pas de calcul
nécessaires à l’évaluation de la fonction à intégrer. Par exemple, le schéma de Runge-
Kutta du 4ème ordre nécessite 4 étapes explicites en espace et en temps, au contraire
du schéma prédicteur-correcteur du même ordre qui n’en nécessite que 2.
Une interpolation numérique tridimensionelle doit être introduite dans le calcul de
la vitesse ~V (t) = ~U( ~X, t), puisque les valeurs du champ de vitesse ~U( ~X, t) ne sont
connues qu’aux noeuds du maillage de calcul. On utilise la périodicité du calcul L.E.S.
et des polynômes de Legendre de degré 7 pour l’interpolation de ~U :
~U(x, y, z, t) = Σj
[
Πi 6=j(
x− xi
xj − xi )(
y − yi
yj − yi )(
z − zi
zj − zi )
]
~U(xj, yj, zj, t) (7.3)
L’erreur d’interpolation sur ~X a été estimée à 10 % pour le code du chapitre 8 et à
5 % dans le cas du code du chapitre 9.
7.3.3 Méthode de calcul de la dimension fractale
Si l’on applique les résultats de la partie I pour avoir la dimension de la surface
déformée, il faudra faire des recouvrements par des sphères ou bien encore se limiter
à des sections planes et appliquer la propriété 1.3.2. Par soucis de simplification et
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pour permettre des comparaisons (résultats de [Villermaux 93]), on a choisi de cal-
culer la dimension fractale à partir de lignes extraites des surfaces.
La méthode utilisée est la méthode dite du compas. Elle consiste a recouvrir la
ligne par des cercles de rayon r. Comme le montre la figure 7.1, le deuxième point
d’intersection du cercle i avec la ligne donne le premier point d’intersection du cercle
i + 1 avec elle. La construction s’étend ainsi de l’origine de la ligne, jusqu’à ce que
son extrémité soit contenue dans le dernier cercle. La longueur de la ligne à l’échelle
r (rayon du cercle) est alors : l(r) = N(r)r où N(r) est le nombre de cercles de rayon
r qui ont été nécessaires à ce recouvrement. Ayant l(r) il suffit alors de tracer le
diagramme logarithmique 1.2 et d’extraire la dimension fractale à partir de la pente
mesurée.
Figure 7.1. méthode du compas
D’autres méthodes existent, toutes offrent avantages et inconvénients et peuvent don-
ner des résultats divergeants sur certains cas particuliers (voir par exemple
[Dirkzwager 91]). La méthode des compas a été choisie parce qu’une des plus fiables,
et la plus simple d’emploi.
Problèmes rencontrés
Le principal problème rencontré dans cette méthode (comme dans toutes les autres)
tient à l’appréciation de la pente. Pour être correcte cette appréciation doit se faire
sur une gamme de rayon r suffisament large. On a toujours pu observer cette pente
sur une décade ou une demie décade, dans le cas contraire, on a écarté les résultats
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comme trop entachés d’erreurs. On peut aussi dans certains cas (en particulier dans
le canal du chapitre 9) observer des oscillations sur les diagrammes 1.2 ce qui entraine
des imprécisions sur la détermination de la pente et par conséquent sur le calcul de
D′. Ceci explique que les courbes de D′ (voir figures 8.7, 9.6) présentent parfois des
allures non régulières.
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Chapitre 8
Le code spectral
8.1 Le Modèle numérique
8.1.1 Caractéristiques de la boite de turbulence
Les principales caractéristiques sont réunies sur la figure 8.1
Figure 8.1. Caractéristiques de la boite de turbulence
• les trois directions x1, x2, x3 sont périodiques,
• la géométrie est un cube d’arête lp identique dans les trois directions,
• le nombre de points sur chaque arête est 64,
• le pas spacial est ∆ = 0, 5 mm,
• le pas de temps est dt = 0, 0005 s
• le nombre de Reynolds sera considéré comme infini (Re ∼ ∞).
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8.1.2 Mise en équation
Les équations du champ de vitesse :
Dans le modèle L.E.S les équations à résoudre sont celles qui gouvernent les grosses
structures. Elles sont obtenues par un filtrage des équations de Navier Stokes. On
peut en effet écrire dans l’espace spectral :
u<i (
~k, t) = F (~k)ui(~k, t) (8.1)
avec 


F (~k) = 1 si ‖~k‖ < Kc
F (~k) = 0 sinon
• Kc est le nombre d’onde de coupure,
• u<i la vitesse après filtrage,
• ui la vitesse de départ.
Figure 8.2. Représentation de la sous maille en diagramme spectral
Les équations régissant un fluide incompressible sont :



∂ui
∂t
+ ∂(uiuj)
∂xj
= −1
ρ
∂p
∂xi
+ ν ∂
2ui
∂x2j
∂ui
∂xi
= 0
(8.2)
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ce qui implique pour la pression :
−1
ρ
∂2p
∂x2i
=
∂ui
∂xj
∂uj
∂xi
(8.3)
Dans le cadre de la L.E.S on se limite au calcul effectif des grosses structures : ν
devient νT et ui : u
<
i , l’équation (8.2) donne :



∂u<i
∂t
+
∂(u<i u
<
j )
∂xj
= −1
ρ
∂p<
∂xi
+ ∂
xj
[
(ν + νT )
∂u<i
∂xj
]
−1
ρ
∂2p<
∂x2i
=
∂u<i
∂xj
∂u<j
∂xi
(8.4)
Ce qui se formalise bien dans l’espace spectral. Grâce à la propriété :
∂̃f
∂xi
= 2iπkif̃
où f̃ est la transformée de Fourier de f , l’équation (8.4) devient : 1



∂ũi
∂t
+ 2iπkjũiuj = 2iπ
ki
ρ
p̃− 2iπk2j (ν + νT )ũi
−1
ρ
k2p̃ = kαkβũαuβ
(8.5)
Dans l’espace spectral le schéma en temps peut se réduire à une simple différence
finie :
ũi(t + dt) = ũi(t) + [−2iπkjũiuj − 2iπk2j (ν + νT )ũi + 2iπ
kj
k2
kαkβũαuβ]dt (8.6)
Modélisation de la sous maille :
νT est donné par le modèle de Chollet et Lesieur (cf [Chollet et al. 81]) :
νT =

CCHL + C ′CHL
(
k
Kc
)3,742

[
E(Kc)
Kc
] 1
2
(8.7)
avec :
• CCHL = 0, 267
• C ′CHL = 0, 4724
1dans la suite on a omis la notation u<i
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• E(Kc) est l’énergie associée au nombre d’onde de coupure Kc
Ce modèle est local dans l’espace spectral mais global dans l’espace physique. L’in-
homogénéité du champ physique n’est pas prise en compte par ce modèle.
Kc est donné par :
Kc =
1
∆
[
1
2
− 2
N
]
(8.8)
• N est le nombre de points sur une arête de la grille spectrale
• ∆ est le pas spatial
Pour N = 64 on a : Kc =
1
∆
[0, 47], la coupure correspond pratiquement à la sphère
inscrite dans la grille spectrale comme le montre les figures 8.3 et 8.2.
Pour la validation du code voir annexe D.
Figure 8.3. Représentation du nombre d’onde de coupure dans la grille spectrale
8.2 Surface immergée dans une turbulence isotrope
Les moyens de calculs utilisés dans ce paragraphe ont été mis à disposition par
l’Institut de Développement et des Ressources en Informatique Scientifique (IDRIS).
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8.2.1 L’homogène
On introduit le suivi de surface dans le cas présenté en annexe D. La figure 8.4
montre la surface après 0,1 seconde soit environ 0,4 tL de présence dans la turbu-
lence (l’effet est grossi 3 fois). Cette surface était initialement plane et a été lâchée
à t = 0, 2 s (0,8 tL). La courbe 8.5 montre l’évolution au cours du temps de la di-
mension fractale d’une ligne extraite de cette surface. A titre de comparaison les
résultats de Villermaux ([Villermaux et al. 93]) sont reportés sur le même graphique.
Figure 8.4. Surface immergée dans une turbulence homogène isotrope
Villermaux montre que dans l’établissement de la surface fractale ce sont les échelles
les plus petites qui se développent en premier. Il aboutit alors à la formule théorique
suivante pour D′ dimension fractale d’une ligne :
D′ − 1 = 0, 088 t
tL
Re
1
2 (8.9)
Cette relation est bien vérifiée sur les valeurs expérimentales données sur la figure
8.5. La valeur de la pente expérimentale est de 0,51 pour Re = 33 et de 0,41 pour
Re = 18. Les valeurs déduites de la formule (8.9) sont respectivement pour chaque
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nombre de Reynolds : 0,51 et 0,37.
Figure 8.5. Evolution de la dimension fractale en fonction du temps
La courbe numérique semble dénoter un peu à première vue. Il faut cependant rap-
peler que si le nombre de Reynolds de l’écoulement modélisé est infini, le nombre de
Reynolds bâti sur les échelles effectivement résolues est lui :
Re =
(
L
∆
) 4
3
Dans l’établissement de la relation (8.9) le nombre de Reynolds n’intervient que par
l’intermédiaire du rapport L
ηK
. Avec les caractéristiques du code, ∆ = 0, 5 cm ; L =
3, 5 cm ; on trouve Re1 = 14, pour cette valeur la relation (8.9) donne un pente de
0,32 qui est en accord avec celle mesurée sur l’intervalle (0, 1 < t
tL
< 0, 4) qui a la
valeur 0,38. L’intervalle (0 < t
tL
< 0, 1) du diagramme 8.5 correspondrait dans la
démarche de Villermaux au développement des structures ayant un temps caractéris-
tique compris dans cet intervalle. Or ces structures dans l’option L.E.S. ne sont pas
effectivement résolues mais prises en compte dans le terme de sous-maille c’est à dire
νT . Un deuxième nombre de Reynolds caractérisant cette bande du spectre pourrait
être :
Re =
u′L
νT
Avec les caractéristiques du code, νT = 0, 63 cm
2.s−1 ; L = 3, 5 cm ; u′ = 25 cm.s−1 ;
on trouve Re1 = 140. La relation (8.9) donne alors 1,04 pour la pente tandis que
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numériquement, on trouve sur le même intervalle une pente moyenne de 0,15. La
structure actuelle du code n’a pas permis de pousser le calcul assez loin. En particulier
atteint-on la limite asymptotique D′ = 2, 36 ? Il sera vraisemblablement possible dans
des études futures de se concentrer sur cet objectif, en particulier le suivi d’une seule
ligne contenant plus de points doit permettre une étude plus longue et rendre possible
l’obtention de la valeur D′ = 2, 36.
8.2.2 La zone de mélange
Le cas homogène a donné les bonnes tendances pour D′ et s’accorde à l’expérience.
Il parâıt intéressant à présent d’étudier l’influence de l’inhomogène sur D′.
Pour obtenir un champ inhomogène, on garde le code précédent dans lequel on in-
troduit une inhomogénéité arbitraire dans les conditions initiales. Les couches de
mélanges forment un type d’écoulement inhomogène particulièrement intéressant et
ont fait l’objet d’études à l’aide de ce code (voir [Shao 92]). La couche de mélange est
créée dans la condition initiale par une mise à 0 des trois composantes de vitesses sur
la moitié de la géométrie physique (voir figure 8.6).
a:Ecart type des vitesses en fonction de z b:Echelles intégrales en fonction de z
Figure 8.6. Echelles caractéristiques en fonction de z.
La courbe 8.6-b donne l’échelle intégrale en fonction du temps et de z, cette échelle
est donnée par le spectre initial. On voit que abstraction faite du ”bruit”, elle ne
dépend ni de z ni de t, et garde une valeur moyenne identique à celle observée dans
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le cas homogène décrit précédemment (il s’agit du même spectre) : L = 3, 5 cm.
La figure 8.7 montre une surface initialement plane après 0,1 seconde de présence dans
l’écoulement turbulent (l’effet est grossi 3 fois). Cette surface a été lâchée à t = 0, 2
seconde. On remarquera la netteté de l’aspect inhomogène de la surface véritable em-
preinte du champ de vitesse décrit par 8.6 ainsi que la pénétration de ”structures” de
part et d’autre de la limite z = 16 cm.
Figure 8.7. Surface immergée dans une zone de mélange.
Contrairement au cas homogène isotrope, la dimension fractale est fonction de z.
Mais elle ne dépend pas de l’orientation ~i, ~j : les courbes initialement parallèles à
~i ou ~j (dans le même plan z) ont même dimension fractale. Par contre à cause de
l’inhomogénéité une ligne parallèle à ~k n’a pas de dimension fractale globale. La figure
8.8 donne D′ en fonction de z et de t. Comme on pouvait s’y attendre, D′ varie de
0 dans la zone non turbulente (z < 20 cm) à sa valeur en turbulence établie dans la
zone turbulente.
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Figure 8.8. Dimension fractale en fonction de z et de t.
8.3 Surface immergée dans un champ cisaillé
8.3.1 Caractéristiques de l’écoulement cisaillé
Figure 8.9. Configuration de l’écoulement cisaillé
Ce code de calcul de champs cisaillés a été mis au point par J.P. Bertoglio [Bertoglio 86].
Les calculs présentés ici ont été effectués sur l’ALLIANT du laboratoire. La configu-
ration est celle de la figure 8.1 à laquelle on rajoute un cisaillement S suivant z.
Les caractéristiques sont les suivantes :
• cisaillement S = 12, 5 s−1 ; S = ∂U2
∂x3
• ∆1 = ∆2 = 1 cm ∆3 = 0, 5 cm
• N1 = N2 = 32 N3 = 64
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La figure 8.10 donne l’évolution de l’énergie cinétique et des échelles de Taylor sur les
trois variables d’espace. Comme temps adimensionnel nous avons préféré St à νL−2t
puisque dans notre approche fractale, les phénomènes liés à ν ne sont pas pris en
compte directement.
a : Ecart type des vitesses b : Echelles de Taylor
en fonction de St en fonction de St
Figure 8.10. Echelles caractéristiques de l’écoulement cisaillé
La figure 8.10 montre une augmentation constante de l’énergie conjointe à une aug-
mentation de l’échelle de Taylor sur x2. La fluctuation de vitesse u
′
3 est largement
dominante puisque alimentée par le champ moyen (< u2 >= Sx3). L’annexe D donne
d’autres courbes caractéristiques de l’écoulement cisaillé.
8.3.2 Surfaces en écoulement cisaillé
La figure 8.9 donne la configuration des surfaces planes A et B initiales. Ces surfaces
sont lâchées dans l’écoulement après St = 1, 25. Le programme d’interpolation a
légèrement été modifié afin de prendre en compte un champ moyen. La figure 8.11
représente le plan A après St = 2, 5 de présence dans l’écoulement et projeté sur
(x2, x3). La figure 8.13 représente la même surface mais projetée sur (x1, x3). La
figure 8.12 représente le plan B après St = 2, 5 de présence dans l’écoulement et
projeté sur (x1, x2).
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Figure 8.11. A projeté sur (x2, x3)
Figure 8.12. B projeté sur (x1, x2)
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Figure 8.13. A projeté sur (x1, x3)
La figure 8.14 rassemble les courbes d’évolution de la dimension fractale pour trois
lignes occupant initialement trois directions caractéristiques.
• 1- ligne initialement x2 = 4 cm, x3 = 16 cm, x1 variable.
• 2- ligne initialement x1 = 16 cm, x2 = 16 cm, x3 variable.
• 3- ligne initialement x1 = 16 cm, x3 = 16 cm, x2 variable.
Figure 8.14. Dimension fractale dans le cas de l’écoulement cisaillé
La figure 8.14 montre une évolution identique de la dimension fractale. La ligne 3 qui
contient plus de points permet même d’approcher la valeur 2,36. Le fait de retrouver
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la même évolution pour les trois courbes ne doit pas étonner. En effet la méthode
des compas lorsqu’elle est appliquée à une ligne, intègre les fluctuations dans les trois
directions. S’il est clair à regarder les figures 8.11, 8.12, 8.13 que le plissement n’est
pas le même suivant x2 ou x1 et x3, D
′ telle qu’elle est mesurée ne prend pas en
compte cette anisotropie. Pour le faire, il faudrait effectuer des sections par des plans
xi = constante afin de ne mesurer le plissement que suivant la direction xi.
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Chapitre 9. Surface immergée dans un canal -133-
Chapitre 9
Surface immergée dans un canal
9.1 Caractéristiques du calcul
Le code utilisé provient de Fatica 1 il a été implanté lors du Workshop 93 2. Les calculs
de ce chapitre ont été conduits sur le CRAY de Marseille.
9.1.1 Géométrie et écoulement
Figure 9.1. Configuration du canal
La configuration géométrique est donnée sur la figure 9.1
Le calcul n’utilise que des grandeurs sans dimension. Les caractéristiques géométriques
sont:
• longueur sur x1 : l1 = 43π = 4, 18
• longueur sur x2 : l2 = 2
• longueur sur x3 : l3 = 2π = 6, 2832
1Dr. Fatica et Pr. Orlandi Université de Rome.
2ERCOFTAC Summer School/Workshop 14-25, June 1993 on ”Modelling Turbulent Flows”.
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L’écoulement se fait dans la direction x3 et est périodique dans les directions x1 et
x3. Le point O a pour coordonnées (0,−1, 0). Le nombre de points sur
• l1 est 65
• l2 est 64
• l3 est 49
Les caractéristiques de l’écoulement sont :
• un nombre de Reynolds de 3840
• une vitesse axiale Um = 0, 8
9.1.2 Méthode numérique
Les bases de la méthode sont développées dans [Kim et al. 85] et [Harlow et al. 65].
Le calcul des dérivées dans les directions périodiques x1 et x3 est similaire à celui du
code du chapitre 8 et utilise la transformée de Fourier. La direction x2 par contre doit
tenir compte de conditions aux limites :
u2(x,−1, z) = 0
u2(x, 1, z) = 0
(9.1)
Les dérivées dans cette direction sont donc obtenues par différences finies. L’intégra-
tion finale se fait par une méthode de Runge Kutta d’ordre 3. La sous-maille utilise
la méthode de Smagorinski qui définit νT de la façon suivante (voir [Smagorinski 63])
νT = (CSmag∆)
2(2SijSji)
1
2
où Sji =
1
2
(
∂u<i
∂xj
∂u<j
∂xi
) (9.2)
Sji est le taux de déformation du champ filtré et CSmag la constante de Smagorinski.
Quelques résultats valant validation de ce code sont présentés en annexe E
9.2. Dimension fractale -135-
9.2 Dimension fractale
9.2.1 Visualisation des surfaces
Figure 9.2. Canal, configuration des surfaces
La figure 9.2 donne la configuration des surfaces planes initiales. Le temps adimen-
sionnel choisi est Um/(
d
2
)t. La figure 9.3 représente le plan A après 17.5 temps adimen-
sionnel et projeté sur (x2, x3). La figure 9.4 représente la même surface mais projetée
sur (x1, x2). La figure 9.5 représente le plan B à y
∗ = 15 après le même temps et
projeté sur (x1, x3)
Figure 9.3. Canal, surface A projetée sur (x2, x3)
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Figure 9.4. Canal, surface A projetée sur (x1, x2)
Figure 9.5. Canal, surface B projetée sur (x1, x3)
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9.2.2 évolution de D′ en fonction de y et t
La figure 9.6 donne l’évolution de la dimension fractale mesurée à partir d’une ligne
initialement parallèle à (0, x1) en fonction de y
∗ (c’est à dire en unité de paroi) et pour
différents temps. On observe que la zone où D′ est affectée, est très faible : environ
10 échelles de paroi.
Figure 9.6. D′ en fonction de y∗
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Thèse de doctorat Ecole Centrale de Lyon
8 avril 1992
[Smagorinski 63] General Circulation Experiments with the Primitive Equa-
tions
Smagorinski
Monthly Weather Review
1963
[Schertzer et al. 83] The dimension and intermittency of atmospheric dynamics
D. Schertzer and S. Lovejoy
Turbulent Shear Flow 4
1983
[Trouvé 90] Cumulation of flame turbulence interactions premixed com-
bustion
A. Trouvé
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Conclusion
La notion de surfaces fractales s’est développée depuis quelques années. Elle apparâıt
notamment dans l’étude des propriétés mathématiques de solutions d’équations com-
plexes. Les notions d’attracteur et de bassin d’attracteur ont en particulier mis en
évidence le concept fractal.
Au niveau de la turbulence, ce concept s’introduit assez intuitivement identifiant
certaines structures auxquelles on associe une loi de similitude liée à la nature des
équations de Navier-Stokes. C’est ce que résume la formule :
∆u ∼ rh
où ∆u est une différence de vitesse entre deux points distants de r. A certaines
structures, correspond un exposant d’échelle h. Sur une réalisation du champ (mesure
instantanée à un instant t), on identifie des zones correspondant à une valeur de h.
Chacune de ces zones, au contour complexe, est supposée être un ensemble fractal.
En prenant en compte un grand nombre de réalisations, h apparâıt aussi comme
une variable aléatoire. Cette approche a surtout des conséquences sur les moments
de vitesse ou de dissipation. La construction fractale se conçoit bien au niveau des
structures dissipatives qui occupent un domaine limité de l’espace physique, et conduit
naturellement à la notion d’intermittence interne.
La cascade d’échelle peut être expliquée par des voies plus rigoureuses faisant appel
à une statistique détaillée de la cascade d’énergie. On introduit un mécanisme de
formation des petites structures par un processus multiplicatif de ”rupture”. Les lois
de probabilité qui interviennent à chaque étape du processus peuvent être quelconques
mais si elles sont indépendantes les unes des autres, on est conduit en définitive à une
loi log-normale pour M puisque :
M = N1N2N3...
logM = logN1 + logN2 + logN3 + ...
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Même avec des lois quelconques pour logNi le théorème central limite s’applique pour
logM et impose une loi log-normale pour M qui est le résultat global du processus
de fragmentation.
Ces approches multifractales ont montré leur richesse dans la compréhension du pro-
cessus de cascade. Elles conduisent à définir une dimension fractale D′ reliée à la loi
spectrale pour toute surface immergée dans un champ turbulent. Pour des applica-
tions techniques, il est d’un grand intérêt de quantifier le caractère universel de cette
dimension. Une information plus précise et plus systématique a donc été recherchée
pour divers types d’écoulements.
On s’est aperçu qu’en assimilant une surface de flamme à une surface matérielle dans
des cas assez simples, on pouvait après réévaluation de la vitesse de réaction définir
un taux de combustion proche (à environ 10 % près) de celui obtenu par des méthodes
du type Eddy Break Up. Cette cöıncidence provient sans doute du fait que surface
fractale, loi inertielle et modèle Eddy Break Up sont tous trois fondés sur la cascade
d’énergie.
Ce très encourageant résultat nous a conforté dans le choix d’une analyse de la di-
mension fractale et nous avons cherché à l’atteindre par expérimentation numérique.
L’étude du développement d’une ligne a redonné des résultats comparables aux mo-
dèles théoriques et aux expériences de E. Villermaux. Des analyses analogues ont été
conduites dans le cas de la zone de mélange, de la turbulence homogène avec cisaille-
ment et aussi dans le cas d’un canal plan. Dans ce dernier type d’écoulements, on
retrouve bien l’influence de la paroi sur l’établissement de la dimension fractale. Celle
ci est une fonction de la distance à la paroi jusquà environ 10 échelles de paroi, plus
loin elle retrouve sa valeur classique de 2,36 pour une turbulence homogène isotrope.
On trouve ici une cause de réduction du taux de combustion près de la paroi. L’in-
fluence de la paroi pourrait être abordée en deux temps :
• influence sur la géométrie de la flamme, (influence incluant aussi les processus
d’étirements),
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• effets de refroidissement sur la chimie proprement dite.
Il est d’ores et déjà possible d’affirmer que la méthode utilisée livre d’intéressantes
informations sur l’aspect géométrique du problème ainsi décomposé.
De nombreuses perspectives peuvent être envisagées pour de nouveaux travaux :
• Influence de la rotation.
• Etude de l’action d’une déformation pure.
• Comportement d’une flamme homogène ou cisaillée à partir des bases de donnée
de A. Trouvé.
Pour résumer une situation qui est apparue au fil de cette étude, on peut dire que
trois aspects du problème de la réaction chimique en milieu turbulent se complètent
d’une manière qui nécessite un examen détaillé.
• La méthode spectrale dévoile une information que l’analyse des discontinuités
montre insuffisante. Une discontinuité, par définition concentrée dans l’espace
physique, occupe tout l’espace spectral. La distribution de Dirac offre un cas
extrême de cet effet puisque ”infiniment locale” dans l’espace physique, sa trans-
formée de Fourier (la fonction de Heavyside) est ”infiniment globale” dans
l’espace spectral.
• L’approche fractale résume le comportement d’une surface. Mais ce comporte-
ment peut être regardé dans une approche plus statistique à travers les moments
de position des points situés sur la surface.
• Enfin la méthode dite des p.d.f. s’efforce de fournir toute l’information statis-
tique sur un paramètre donné.
Ces trois approches fournissent une intéressante panoplie. Parmi les trois, seule l’ap-
proche fractale offre des possibilités d’interprétation claire en terme de géométrie et de
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conditions aux limites. Mieux connâıtre les interconnexions entre ces trois approches
permettrait d’enrichir approche spectrale et p.d.f. d’ouvertures en terme de conditions
aux limites.
Enfin, et cela mérite d’être souligné, analyse fractale, analyse par ondelettes sont
autant de possibilités qui permettent d’extraire et d’interpréter des informations face
à un déferlement de données venues de l’expérience comme du calcul.
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Annexe A
Exemple de courbes fractales au sens de
Hausdorff
Figure A.1. Courbe de Peano
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Figure A.2. Courbe de Koch
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Annexe B
Courbes relatives aux cas B1,B2,B3 des
mesures de l’ARC
a: uT
ul
en fonction de
u′g
ul
b: uT
ul
en fonction de u
′
sc
ul
Figure B.1. turbulence B1 soit une porosité de 0, 96
a: uT
ul
en fonction de
u′g
ul
b: uT
ul
en fonction de u
′
sc
ul
Figure B.2. turbulence B2 soit une porosité de 0, 9
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a: uT
ul
en fonction de
u′g
ul
b: uT
ul
en fonction de u
′
sc
ul
Figure B.3. turbulence B3 soit une porosité de 0, 8
a: turbulence B1 b: turbulence B2
Figure B.4.
u′g
ul
et
u′sc
ul
en fonction de x cas B1 et B2
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Annexe C
Schéma numérique d’intégration de
l’équation du mouvement de la particule
On utilise le schéma prédicteur-correcteur de Haming, c’est un schéma stable du
quatrième ordre de type explicite à multi-pas.
Soit à intégrer le problème différentiel



dx
dt
= f(x, t)
x(0) = x0
(C.1)
On pose : 


tj = jh pour j = 0, 1, 2, ...
xj = x(tj)
fj = f(xj, tj)
(C.2)
Lorsque les valeurs de départ pour x0, x1, x2, x3, f0, f1 et f2 sont disponibles, le schéma
consiste en 5 étapes, itérées pour j = 3, 4, ... :
• 1: xj+1,0 = xj−3 + 43h(2fj − fj−1 + 2fj−2)
• 2: x?j+1,0 = xj+1,0 + 1129 ej
• 3: xj+1,1 = 98xj − 18xj−2 + 38h(f ?j+1,0 + 2fj − fj−1)
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• 4: ej+1 = 9121(xj+1,1 − xj+1,0)
• 5: xj+1 = xj+1,1 − ej+1
L’étape 1 correspond à la partie prédicteur, les étapes 2, 3, 4 et 5 à la partie correcteur.
Les ej sont les erreurs tronquées.
Pour initialiser les valeurs de départ, on utilise :
e0 = 0
f ?j+1,0 = f(x
?
j+1,0, tj+1)
et le schéma explicite à un pas pour K itérations:
• 1: xj+1,0 = xj + hfj
• 2: xj+1,k = xj + 12hf(xj+1,k−1, tj+1) pour k = 1, 2, 3, ..., K
• 3: xj+1 = xj + 12hf(xj+1,K , tj+1)
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Annexe D
Validation du code spectral
a: q2 en fonction de t b: E(k) en fonction de k
Figure D.1. Validation du code spectral
La turbulence initiale est obtenue par un champ aléatoire homogène et isotrope (voir
[Shao 92]). On laisse alors faire le code qui doit décrire le déclin d’une turbulence ho-
mogène isotrope. Les résultats sont comparés aux lois théoriques ou expérimentales.
La figure D.1-a montre le bon accord de la courbe de décroissance temporelle de
q2 avec la loi de Comte-Bellot1, la courbe D.1-b montre la loi de puissance en −5/3
obtenue pour le spectre d’énergie. (voir Shao [Shao 92] pour d’autres validations).
La figure D.2 donne pour l’écoulement cisaillé, les corrélations de vitesses et les fac-
teurs de dissymétrie sur les composantes x1, x2, x3. Le temps adimensionnel est St,
on remarquera la valeur asymptotique classique de 0.5 pour la corrélation <vw>
<v><w>
.
1G. Comte-Bellot and S. Corrsin : ”the Use of a Contraction to Improve the Isotropy of Grid generated
Turbulence”, J.F.M. Vol. 25 pp. 657-682 1966
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a: corrélations de vitesses b: facteurs de dissymétrie
en fonction de St en fonction de St
Figure D.2. Cisaillé homogène
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Afin de se faire une idée des performances du code quelques résultats sont présentés
ici. On reproduit aussi des comparaisons avec des résultats de Laufer [Laufer 52] dans
la figure E.1. Les axes des figures suivantes sont ceux de la figure 9.1
a: U3 axial en fonction de y/d b: u
′
3/U3 en fonction de y/d
Figure E.1. Validation du canal 1
a: U3/Uf en fonction de y
∗ b: u2u3
(u′2)(u
′
3)
en fonction de y/d
Figure E.2. Validation du canal 2
La figure E.2-b représentant la loi de paroi c’est à dire U3/Uf en fonction de y
∗ est
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significative. Mise sous cette forme la courbe doit être indépendante du nombre de
Reynolds et suivre la loi de von Kàrmàn :
U3/Uf = Alog(y
∗) + B
Pour A et B, on trouve respectivement 7 et 4,22 ce qui est en accord avec les résultats
de Laufer qui trouve A = 6, 9 et B = 5, 5 pour des nombres de Reynolds :
12000 < Re < 61600
La valeur classique de 5, 75 pour A s’obtient pour des nombres de Reynolds plus
grands ( Re > 100000).
a: u
3
(u2)
3
2
en fonction de y/d b: u
4
(u2)2
en fonction de y/d
Figure E.3. Coefficients de dissymétrie et d’aplatissement
la figure E.3 montre les coefficients de dissymétrie et d’aplatissement, là aussi on
retrouve les valeurs expérimentales : Coefficients d’aplatissement nuls loin des parois
et coefficient de dissymétrie de u3 égal à 0,4 sur l’axe.
Les figures E.4, E.5, E.6 visualisent les structures ordonnées (streaks) présentes dans
des plans parallèles à la paroi situés à 20 échelles de paroi. La figure E.5 visualise un
plan x3 = constante, la figure E.6 un plan x1 = constante.
Annexe E. Validation du canal -163-
Figure E.4. Structures ordonnées : plan y∗ = 20
Figure E.5. Structures ordonnées : plan x3
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Figure E.6. Structures ordonnées : plan x1
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8.12 B projeté sur (x1, x2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
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9.1 Configuration du canal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
9.2 Canal, configuration des surfaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
9.3 Canal, surface A projetée sur (x2, x3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135
9.4 Canal, surface A projetée sur (x1, x2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
9.5 Canal, surface B projetée sur (x1, x3) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136
9.6 D′ en fonction de y∗ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
Liste des figures -167-
A.1 Courbe de Peano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153
A.2 Courbe de Koch . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154
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